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المقدمة

الحمد لله رَبِّ العالمين، والصلاة والســام على أشرف الأنبياء والمُرسَلين، وبعد؛ فانطلاقًا من إيمان المملكة الأردنية 

الهاشمية الراسخ بأهمية تنمية قدرات الإنسان الأردني، وتســليحه بالعلم والمعرفة؛ سعى المركز الوطني لتطوير المناهج، 

بالتعاون مع وزارة التربية والتعليم، إلى تحديث المناهج الدراســية وتطويرها، لتكون مُعيناً للطلبة على الارتقاء بمســتواهم 

المعرفي والمهاري، ومجاراة الأقران في الدول المتقدمة. ولمّا كان مبحث  الرياضيات من أهم المباحث الدراسية التي تُنمّي 

ها وَفق أفضل  لدى الطلبة مهارات التفكير وحلِّ المشكلات في مختلف الحقول، فقد أَوْلى المركز مناهجه عنايةً كبيرةً، وأَعَدَّ

الطرائق المُتَّبَعة عالميًّا على أيدي خبرات أردنية؛ لضمان انسجامها مع القِيَم الوطنية الراسخة، وتلبيتها لحاجات الطلبة.

صات إدارة الأعمال؛  روعي في إعداد كتاب رياضيات الأعمال أكثر الموضوعات الرياضية أهميةً واســتخدامًا في تخصُّ

صات في المرحلة الجامعية إعدادًا جيِّدًا يتواءم مع مناهج الدول  بُغْيَةَ إعداد طلبة حقل الأعمال لدراســة أيٍّ من هذه التخصُّ

المتقدمة. روعي في إعداد الكتاب أيضًا اشتماله على مستوى معرفي ومستوى مهاري مناسبين لطلبة الحقول جميعًا في حال 

جة تتيح للطلبة  اختار هؤلاء الطلبة دراسة مادة هذا الكتاب. وكذلك حُرِص على تقديم هذه الموضوعات بطريقة بنائية مُتدرِّ

فرصة تعلُّمها بعمق من دون عناء أو جهد كبيرين.

دة بإرشــادات تُعين الطلبة  مة بتمثيلات بيانية، ومُزوَّ روعي أيضًا تقديــم الموضوعات بطريقة مُنظَّمة، وجاذبــة، ومُدعَّ

رهم بالخبرات التعليمية التي اكتســبوها سابقًا، وتساعدهم على ربط  على مواصلة تعلُّمهم بسلاســة من دون تعثُّر؛ فهي تُذكِّ

الموضوعــات الجديدة بعضها ببعض ربطًا وثيقًا، إضافةً إلى صلة كثير من أمثلتها ومســائلها بســياقات  إدارة الأعمال التي  

ز الطلبة على تعلُّم الرياضيات بشغف، وتجعله ذا معنى. تُحفِّ

ب الطلبة على حلِّ المســائل نهجٌ ناجعٌ في ترســيخ المفاهيم الرياضية لديهم وتعزيز طلاقتهم الإجرائية؛   ولأنَّ كثرة تدرُّ

ن كتابا الطالب والتمارين عددًا كافيًا من التدريبات؛ بهدف توثيق  علاقة الطلبة بالكتاب المدرســي، بوصفه مرجعًا  فقد تضمَّ

ق العدالة في التعلُّم. ة مراجع أو مصادر إضافية، ويُحقِّ موثوقًا ورصيناً يغنيهم عن البحث عن أيَّ

ل أنْ ينال إعجاب طلبتنا وأعضاء الهيئات التدريسية والتعليمية، ويجعل تعليم الرياضيات  م هذا الكتاب، نُؤمِّ ونحن إذ نُقدِّ

وتعلُّمها أكثر متعةً وسهولةً، ونَعِدُ بأنْ نستمرَّ في تطويره في ضوء ما يصلنا من ملاحظات سديدة.

المركز الوطني لتطوير المناهج
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ما أهمية هذه الوحدة؟

تين  تُعَدُّ أشكال الانتشار والسلاسل الزمنية أداتين مُهِمَّ
في مجال الأعمــال؛ إذ تتيحان تحليل العلاقــة بين مُتغيِّرين، 

والتنبُّؤ بالاتجاهات المســتقبلية. تســاعد أشــكال الانتشار على 
الكشف عن الترابط بين العديد من العوامل، مثل: السعر، والمبيعات، 
ن الشركات من تتبُّع  والإعلان، والأرباح. أمّا السلاســل الزمنية فتُمكِّ

الأداء بمرور الزمــن، والتخطيط بناءً على الأنماط الموســمية أو 
الاتجاهات الطويلة المدى. باســتعمال هذين الأســلوبين، 

يُمكِن اتِّخاذ قرارات مدروســة اســتنادًا إلى بيانات 
فعليــة بدلًًا من الاعتمــاد على الحدس 

فقط.

الوحدة

4
أشكال الانتشار والسلاسل الزمنية 

Scatter Diagrams and Time Series
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مْتُ سابقًا: تعلَّ

 �أشكال الانتشار، ووصفها. ✔

 �اســتعمال المســتقيم الأفضــل  ✔

مطابقــة لتقديــر قيمــة أحــد 
المُتغيِّرين بمعرفة قيمة الآخر.

 �إيجاد الوســط الحسابي لبيانات  ✔

مفردة.
 �تمثيل البيانات بالخطوط. ✔

 �قراءة بيانات مُمثَّلــة بالخطوط،  ✔

وتفسيرها.

م في هذه الوحدة:  سأتعلَّ

 �المقصــود بالمُتغيِّر التابــع والمُتغيِّر المســتقل، وأنواع  ◂

الارتباط.
 �إيجاد معامل ارتباط بيرسون بين مُتغيِّرين، وتفسير دلالته.  ◂

 �إيجاد معادلة خــطِّ الانحــدار ذي المُربَّعات الصغرى،  ◂

واستعمالها للتنبُّؤ بقيمة المُتغيِّر التابع. 
 �ماهيَّة السلاسل الزمنية، وكيفية تمثيلها بيانيًّا. ◂

 �رسم خطِّ الاتجاه العام، وتحديد نوعه، وتفسيره.  ◂

كة لبيانات سلسلة زمنية.  �إيجاد الأوساط المُتحرِّ ◂

 �التباين الموسمي في السلاسل الزمنية، وتفسيره، وكيفية  ◂

حسابه عند نقطة ما.

أســتعمل تدريبات )أســتعد لدراســة الوحدة( في الصفحات (11-6) من كتاب 
التمارين؛ لمراجعة هذه الموضوعات قبل البَدْء بدراسة الوحدة.

7
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الدرس

1
 إيجاد معامل ارتباط بيرسون بين مُتغيِّرين، وتفسير دلالته.  · 	  فكرة الدرس � 

 إيجاد معادلة خطِّ انحدار المُربَّعات الصغرى، واستعمالها للتنبُّؤ بقيمة المُتغيِّر التابع.  · 			 

	�المُتغيِّر المستقل، المُتغيِّر التابع، شكل الانتشار، المستقيم الأفضل مطابقة، ارتباط، ارتباط موجب،   المصطلحات � 
ارتباط سالب، معامل ارتباط بيرسون، خطُّ انحدار المُربَّعات الصغرى.

	�اعتمادًا على شــكل الانتشــار المجاور الذي   مسألة اليوم � 
يُمثِّل أعمار 8 ســيّارات مُستعمَلة )بالسنوات( 
من الطراز نفســه، وأســعار بيعهــا )بالدينار( 
كما أُعلنِ فــي إحدى المِنصّــات الإلكترونية 

بة: للإعلانات المُبوَّ

 ما سعر السيّارة التي عمرها 5 سنوات؟  )1 			 

 ما عمر السيّارة التي سعرها JD 8000؟ )2 			 

 �هل توجد علاقة بين عمر السيّارة وسعرها؟ أَصِف هذه العلاقة )إنْ وُجِدت(. )3 			 

شكل الانتشار والارتباط

ف العلاقة بينهما، وبيان نوعها  ن كثير من المواقف الحياتية وجود مُتغيِّرين نرغب في تعرُّ تتضمَّ
تها، مثل: العلاقة بين كتلة الإنســان وضغط دمه، والعلاقة بين طول الإنسان وكتلته،  ومدى قوَّ
والعلاقة بين عدد ســنوات خبرة الموظف وراتبه. لفهم هــذه العلاقة، تُجمَع البيانات اللازمة 
عن مُتغيِّرين؛ أحدهما يُسمّى المُتغيِّر المستقل (independent variable)؛ وهو مُتغيِّر يتمُّ 
م فيه. والآخر يُســمّى المُتغيِّر التابع (dependent variable)؛ وهو مُتغيِّر  اختياره أو التحكُّ

يتمُّ قياسه بناءً على المُتغيِّر المستقل.

بة (x, y)، وهي تُمثَّل بوصفها نقاطًا في المســتوى  تُعــرَض هذه البيانات في صورة أزواج مُرتَّ
الإحداثي؛ فيَنتج شكل يُسمّى شكل الانتشــار (scatter diagram). بناءً على هذا الشكل، 

يُمكِن تقرير وجود علاقة ارتباط (correlation) خطِّية بين المُتغيِّرين أو لا.

الارتباط والانحدار
Correlation and Regression
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ـر  y المُتغيّـِ الإحداثــي 

التابع.
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الوحدة 4

 ،(positive) ف إذا كان الارتباط بينهما موجبًا بعد ذلك، يتمُّ تحديد اتجاه هذه العلاقة، وتعرُّ
بما يعني أنَّ زيادة أحد المُتغيِّرين تؤدّي إلى زيادة الآخر بوجه عام، أو سالبًا (negative)؛ أيْ 
ف إذا كان الارتباط  إنَّ زيــادة أحد المُتغيِّرين تؤدّي إلى نقصان الآخر بوجــه عام، وكذلك تعرُّ

ا، أو ضعيفًا، أو لا يوجد ارتباط بينهما كما هو مُبيَّن في أشكال الانتشار الآتية: بينهما قويًّ

ارتباط موجب قويارتباط موجب ضعيفلا يوجد ارتباطارتباط سالب ضعيفارتباط سالب قوي

ر أتذكَّ

ليس من الضــروري أنْ 
يبــدأ تدريــج المحورين 

الإحداثيين من الصفر.

 مثال 1 : من الحياة  

أجرة: يُبيِّن الجدول الآتي بُعْد 10 شقق عن المركز التجاري لإحدى المدن، والإيجار الشهري 
ة: لكل شقَّ

ة عن مركز  بُعْد الشقَّ
(km) المدينة التجاري 0.9 1.4 2.3 3.2 3.4 0.5 2.3 4 0.8 1.8

(JD) الإيجار الشهري 430 340 320 140 100 510 290 120 470 400

د المُتغيِّر المستقل والمُتغيِّر التابع، ثمَّ أرسم شكل الانتشار لهذه البيانات.  أُحدِّ
ة عن مركز المدينة التجاري، فإنَّ بُعْدها عن  ة الشــهري يعتمد على بُعْد الشقَّ بما أنَّ إيجار الشقَّ
بة في  هذا المركز يُمثِّل المُتغيِّر المســتقل، والإيجار يُمثِّل المُتغيِّــر التابع. أُعيِّن الأزواج المُرتَّ

المستوى الإحداثي كما في الشكل الآتي:
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معامل ارتباط بيرسون

ق من وجود علاقة بين مجموعتين من البيانات،  يُعَدُّ رســم شكل الانتشار وســيلة فعّالة للتحقُّ
لكنَّ ذلك لا يُوفِّــر دائمًا دلالة واضحة على طبيعة هذا الارتباط؛ لذا يُســتعمَل معامل ارتباط 
د تحديدًا  ا يُحدِّ بيرســون (Pearson’s correlation coefficient) بوصفه مقياسًــا عدديًّ
ة العلاقة الخطِّية بين مجموعتين من البيانات، إضافةً إلى اتجاهها؛ ســواء أكان موجبًا  دقيقًا قوَّ

أم سالبًا.

ره. ة عن مركز المدينة التجاري والإيجار الشهري، ثمَّ أُفسِّ  أَصِف الارتباط بين بُعْد الشقَّ

ة عن مركز المدينة التجاري والإيجار الشهري؛  أُلاحِظ وجود ارتباط سالب قوي بين بُعْد الشقَّ
ة عن مركز المدينة التجاري، قَلَّ الإيجار.  ما يعني أنَّه كلَّما زاد بُعْد الشقَّ

  ق من فهمي أتحقَّ

رواتب: يُبيِّن الجدول الآتي عدد سنوات الخبرة لـ 10 موظفين في إحدى الشركات، والراتب 
الشهري لكل موظف منهم:

(year) عدد سنوات الخبرة 1 2 3 5 6 7 8 9 10 11

(JD) الراتب الشهري 330 370 410 500 530 570 610 640 680 750

د المُتغيِّر المستقل والمُتغيِّر التابع، ثمَّ أرسم شكل الانتشار لهذه البيانات.  أُحدِّ )a 

ره.  أَصِف الارتباط بين عدد سنوات الخبرة والراتب الشهري، ثمَّ أُفسِّ )b 

2
م أتعلَّ

عند وصف الارتباط، لا 
ة الارتباط،  بُدَّ من ذكر قوَّ
وتحديد إذا كان الارتباط 

موجبًا أو سالبًا.

م أتعلَّ

عند وصف ارتباط مُعيَّن 
بأنَّه ســالب، فإنَّ ذلك لا 
يعني بالضــرورة أنَّه كلَّما 
زاد أحــد المُتغيِّرين، قَلَّ 
الآخر؛ إذ قد تخرج بعض 
القِيَــم عن هــذه القاعدة 
بصــورة محــدودة. ففي 
1، يُلاحَــظ أنَّ  المثــال 
ة التي تبعد  إيجــار الشــقَّ
km 1.8 أكثــر من إيجار 

 1.4 km تلك التــي تبعد
وبالرغــم مــن ذلــك، 
يوصَــف الارتبــاط بأنَّه 

سالب.

يعطى معامل ارتباط بيرسون بين n من أزواج المُشاهَدات للمُتغيِّر x والمُتغيِّر y بالصيغة 
الآتية:

r = 
S

xy

√S
xx

 S
yy

حيث:

S
xx

=∑ x
i
 2 - 

( ∑ x
i
)

2

n
 , S

yy
=∑ y

i
 2 - 

( ∑ y
i
)

2

n
 , S

xy
=∑ x

i
 y

i
 - 

∑ x
i
 ∑ y

i

n

معامل ارتباط بيرسون مفهوم أساسي

رموز رياضية

x∑، فإنَّ 
i
عنــد كتابــة 

المقصــود بذلــك هــو 
n عــدد  x ∑، حيــث 

i

البيانات.

n

i = 1
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الوحدة 4

معلومة

ي معامل ارتباط بيرسون  سُمِّ
بهذا الاسم نســبةً إلى العالمِ 
كارل بيرســون الــذي يُعَــدُّ 
ســي علم الإحصاء  أحد مُؤسِّ
الحديــث، ومِــنْ أوائــل 
مَــنِ اســتعمل الرياضيــات 
لتحليل البيانــات في العلوم 
الاجتماعية والعلوم الطبيعية.

تنحصر قيمة معامل ارتباط بيرســون r بين 1- و1، وكلَّما اقتربت قيمة معامل ارتباط بيرسون 
ة، في حين يضعف الارتباط بابتعاد قيمة r عنهما نحو  من هذين العددين، كان الارتباط أكثر قوَّ
ة الارتباط ونوعه بين المُتغيِّرين وَفق قيمة معامل ارتباط بيرســون كما في  الصفر 0. تُصنَّف قوَّ

الشكل الآتي:

إذا كانت قيمة معامل ارتباط بيرســون r = 1، فــإنَّ الارتباط التام الموجب يَحْكم العلاقة بين 
المُتغيِّرين؛ إذ تقع جميع نقاط شــكل الانتشار على خطٍّ مستقيم ذي ميل موجب. أمّا إذا كانت 
قيمة معامل ارتباط بيرسون r = -1 ، فإنَّ العلاقة بين المُتغيِّرين يُمثِّلها الارتباط التام السالب؛ 
إذ تقع جميع النقاط على خطٍّ مســتقيم ذي ميل ســالب. وأمّا إذا كانت قيمــة معامل ارتباط 
بيرسون r = 0، فإنَّ العلاقة بين المُتغيِّرين تكون معدومة؛ إذ تظهر نقاط شكل الانتشار مُتناثرِة 
عة على هيئة نمط دائري؛ ما يشــير إلى غياب العلاقة الخطِّية بينهما.  بشــكل عشوائي أو مُتجمِّ

والشكل الآتي يُبيِّن الحالات الثلاث المذكورة آنفًا بصورة بصرية.

ارتباط سالب

اط
رتب

د ا
وج

لا ي
ة ةتزداد القوَّ تزداد القوَّ

ارتباط موجب

10.80.60.40.20-0.2-0.4-0.6-0.8-1

ب
وج

م م
تا

ب
وج

ي م
قو

ب
وج

ف م
ضعي

ب
سال

ف 
ضعي

ب
سال

ي 
قو

ب
سال

ام 
ت

y

xr = 1

y

xr = -1

y

xr = 0

 مثال 2 : من الحياة  

تدريب: يُبيِّن الجدول التالي عدد ســاعات التدريب اللازمة 
د من المهارة لكل فئة عمرية من  للوصول إلى مســتوى مُحدَّ
ص للشباب  بين المشــاركين في برنامج تدريبي مُخصَّ المُتدرِّ
في مجال التجارة الإلكترونية. أجد معامل ارتباط بيرسون بين 

ر دلالته. العمر وعدد ساعات التدريب، ثمَّ أُفسِّ

25242322212019181716(x) العمر بالأعوام

56798119101112(y) عدد ساعات التدريب
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الخطوة 1: أُنشِئ جدولًًا يحوي الأعمدة المُظلَّل عناوينها على النحو الآتي:

y2x2xyyx

1442561921216

1212891871117

1003241801018

81361171919

1214002201120

64441168821

81484198922

49529161723

36576144624

25625125525

المجموع8224285174688205

.S
xy

 , S
xx

 , S
yy

الخطوة 2: أجد قِيَم كلٍّ من: 

S
xy

	صيغة  S
xy

 = ∑ x
i
 y

i
 - 

∑ x
i
 ∑ y

i

n
 

	بالتعويض، واستعمال الآلة الحاسبة  = 1746 - 
(205) (88)

10  = -58

S
xx

	صيغة  S
xx

 = ∑x
i

2 - 
( ∑x

i 
)

2

n

	بالتعويض، واستعمال الآلة الحاسبة = 4285 - 
(205)2

10  = 82.5

S
yy

Sصيغة 
yy

 = ∑y
i

2 - 
( ∑y

i 
)

2

n

	بالتعويض، واستعمال الآلة الحاسبة = 822 - 
(88)2

10  = 47.6

الخطوة 3: أجد معامل ارتباط بيرسون.

	صيغة معامل ارتباط بيرسون r = 
S

xy

√S
xx

 S
yy

	بالتعويض، واستعمال الآلة الحاسبة  = 
-58

√(82.5) (47.6)
 ≈ -0.93

ر أُفكِّ

متى يكــون r = 0؟ ماذا 
يعني ذلك؟
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الوحدة 4

بما أنَّ معامل ارتباط بيرســون r ≈ -0.93، فإنَّ الارتباط بين العمر وعدد ســاعات التدريب 
سالب قوي؛ ما يعني بوجه عام أنَّه كلَّما زاد العمر، قَلَّ عدد ساعات التدريب اللازمة للوصول 

د من المهارة.  إلى مستوى مُحدَّ

  ق من فهمي أتحقَّ

تكلفة: يُبيِّــن الجدول التالي المســافة )x( بالكيلومتر، والتكلفــة )y( بالدينار لكل رحلة من 
ر دلالته. 10 رحلات بسيّارة أجرة. أجد معامل ارتباط بيرسون بين المسافة والتكلفة، ثمَّ أُفسِّ

127163.59 46.5181013(x) المسافة
10.06.412.05.27.47.45.77.28.810.2(y) التكلفة

معادلة خطِّ الانحدار

إذا كانت العلاقة خطِّية بين مُتغيِّرين، فإنَّه يُمكِن تمثيلها بما 
يُعرَف بالمســتقيم الأفضل مطابقة (line of best fit)؛ 
وهو مســتقيم يمرُّ قرب أكبر عدد مُمكِن من نقاط شــكل 
ع النقاط غير الواقعة عليه بشــكل  الانتشــار، بحيث تتوزَّ
، وتكون المســافات بينها  مُتوازِن تقريبًا على جانبي الخطِّ

وبينه مُتقارِبة قَدْر الإمكان. يُســتعمَل هذا المستقيم أداةً للتنبُّؤ بقِيَم المُتغيِّر التابع بناءً على قِيَم 
ة في دراســة العلاقات الإحصائية بين  معلومة للمُتغيِّر المســتقل؛ ما يجعله أداة تحليلية مُهِمَّ

المُتغيِّرات.

x

y

المستقيم الأفضل مطابقة

يُبيِّن الشكل المجاور شكل انتشار رُسِم عليه المستقيم 
 d

1
, d

2
, d

4
, d

5
الأفضل مطابقة، وفيه تُمثِّل المسافات: 

الفروق بين القِيَم المُتنبَّأ بها للمُتغيِّر y من خلال المستقيم 
الأفضل مطابقة والقِيَم الفعلية للمُتغيِّر y من نقاط شكل 
الانتشــار. لتقليل هذه الفروق، يجب اختيار المستقيم 

الأفضل مطابقة الذي يجعل مجموع مُربَّعات هذه الفروق أصغر ما يُمكِن، والذي يُسمّى خطَّ 
انحــدار المُربَّعات الصغــرى (least squares regression line)، ويُمكِن إيجاد معادلته 

باستعمال الصيغة الآتية:

x

d
5

d
4

(x
4
, y

4
)

(x
6
, y

6
)

(x
5
, y

5
)

(x
3
, y

3
)

(x
2
, y

2
)

(x
1
, y

1
)

d
2

d
1

y

0
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لغة الرياضيات

يُطلَــق علــى معادلــة 
خطِّ انحــدار المُربَّعات 
الصغرى اختصارًا اســم 

معادلة خطِّ الانحدار.

معادلــة خطِّ انحــدار المُربَّعات الصغرى للتنبُّؤ بقِيَــم المُتغيِّر التابع y مــن قِيَم المُتغيِّر 
المستقل x هي:

y = mx + b

m = 
S

xy

S
xx

 , b = y - mx :حيث

معادلة خطِّ انحدار المُربَّعات الصغرى مفهوم أساسي

 مثال 3 : من الحياة  

ة: تســعى إحدى الشــركات إلى تطويــر خوارزمية للتنبُّؤ  صِحَّ
ية أثناء أداء المهام البدنية المختلفة داخل  حِّ بحالة الموظفين الصِّ
مســتودعاتها. وتحقيقًا لذلك؛ جُمِعت بيانات تجريبية عن عدد 
الأنفاس وعدد نبضات القلب في الدقيقة الواحدة لـ 10 موظفين 

أثناء العمل كما هو مُبيَّن في الجدول الآتي:

36343028282624202016(x) عدد الأنفاس

104948884808472706858(y) عدد نبضات القلب

.x على y أجد معادلة خطِّ انحدار 

الخطوة 1: أُنشِئ جدولًًا يحوي الأعمدة المُظلَّل عناوينها على النحو الآتي:

x2xyyx

2569285816

40013606820

40014007020

57617287224

67621848426

78422408028

78423528428

90026408830

115631969434

1296374410436

المجموع722821772802262

1

رموز رياضية

يُســتعمَل الرمز x للدلالة 
على الوســط الحســابي 
لقِيَم المُتغيِّر x، ويُستعمَل 
الرمــز y للدلالــة علــى 
الوســط الحســابي لقِيَم 

.y المُتغيِّر
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الوحدة 4

.S
xy

 , S
xx

الخطوة 2: أجد قِيَم كلٍّ من: 

S
xy

	صيغة  S
xy

 = ∑ x
i
 y

i
 - 

∑ x
i
 ∑ y

i

n

	بالتعويض، واستعمال الآلة الحاسبة  = 21772 - 
262 (802)

10  = 759.6

S
xx

	صيغة  S
xx

 = ∑x
i

2 - 
( ∑x

i 
)

2

n

	بالتعويض، واستعمال الآلة الحاسبة = 7228 - 
(262)2

10  = 363.6

.x, y  :الخطوة 3: أجد قِيَم كلٍّ من

x الوسط الحسابي لقِيَم	 x = 
∑x

i 

n
 = 

262

10
 = 26.2

 y الوسط الحسابي لقِيَم	 y = 
∑y

i 

n
 = 

802

10
 = 80.2

الخطوة 4: أجد معادلة خطِّ الانحدار.

m صيغة	 m = 
S

xy

S
xx

	بالتعويض، واستعمال الآلة الحاسبة = 759.6
363.6

 ≈ 2.09

b صيغة	 b = y - m x

	بالتعويض، واستعمال الآلة الحاسبة = 80.2 - 2.09(26.2) ≈ 25.4

	صيغة معادلة خطِّ الانحدار y = mx + b

m = 2.09, b = 25.4 بتعويض	 = 2.09 x + 25.4

إذن، معادلة خطِّ انحدار y على x هي:

y = 2.09 x + 25.4

ر أُفكِّ

m باتجاه  ما علاقة إشارة 
شكل انتشــار البيانات؟ 

ر إجابتي. أُبرِّ
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 �أستعمل معادلة خطِّ الانحدار التي أوجدتها في الفرع السابق للتنبُّؤ بعدد نبضات قلب موظف 
عدد أنفاسه 25 نَفَسًا في الدقيقة الواحدة.

	معادلة خطِّ الانحدار y = 2.09 x + 25.4

x = 25 بتعويض	 = 2.09 (25) + 25.4

	باستعمال الآلة الحاسبة ≈ 78

ر دلالة كلٍّ من الميل )m( والمقطع )b( في معادلة خطِّ الانحدار.  أُفسِّ

يدلُّ الميــل m = 2.09 على مقدار الزيادة في عدد نبضات القلــب لكل زيادة مقدارها نَفَس 
واحد في عدد أنفاس الشــخص. أمّا المقطع b = 25.4 فيدلُّ على عدد نبضات القلب عندما 
يكون عدد الأنفاس صفرًا، لكنَّ هذا غير منطقي، والتفســير الأقرب إلى المنطق لهذا العدد هو 

عدد نبضات القلب لشخص لا يؤدّي أيَّ مهمة بدنية.

  ق من فهمي أتحقَّ

مقهــى: يعتقد مالك أحــد المقاهي أنَّ زيــادة مبيعات القهوة 
أســبوعيًّا تؤدّي إلى زيــادة مبيعات الحلويات في الأســبوع 
نفسه. للتحقُّق من ذلك، جمع مالك المقهى بيانات 7 أسابيع 
مُتتاليِة عن قيمة مبيعات القهــوة بالدينار )x(، وقيمة مبيعات 

الحلويات بالدينار )y( كما هو مُبيَّن في الجدول الآتي: 

280305260250320295275(x) مبيعات القهوة بالدينار

360340370380355345335(y) مبيعات الحلويات بالدينار

.x على y أجد معادلة خطِّ انحدار  )a 

 �أســتعمل معادلة خطِّ الانحدار التي أوجدتها في الفرع السابق للتنبُّؤ بمبيعات الحلويات  )b 

.JD 310  في الأسبوع الذي بلغت فيه مبيعات القهوة

ر دلالة كلٍّ من الميل )m( والمقطع )b( في معادلة خطِّ الانحدار.  �أُفسِّ )c 

2

3

م أتعلَّ

ق من منطقية  يُمكِن التحقُّ
القيمة المُتنبَّأ بها عن طريق 
مقارنتها بالقِيَم المجاورة 
في العيِّنة. فمثلًًا، إذا كان 
 25 عدد أنفاس الموظف 
نَفَسًــا، فإنَّ من المعقول 
أنْ تتــراوح نبضات قلبه 
بيــن 72 نبضة و84 نبضة 
فــي الدقيقــة الواحدة؛ 
نَفَسًــا   24 لأنَّ مَنْ تنفَّس 
نبض قلبه 72 نبضة، ومَنْ 
26 نَفَسًــا نبض  ــس  تنفَّ
د  84 نبضة؛ مــا يُؤكِّ قلبه 
اتِّساق النموذج مع اتجاه 
البيانات العام. بالرغم من 
ذلك، فإنَّ خطَّ الانحدار 
قد يطرح قيمًا غير مُتوقَّعة 
نتيجة ضعــف الارتباط 

بين المُتغيِّرين.

م أتعلَّ

إنَّ من أهــمِّ أهداف إيجاد 
خطِّ الانحدار هــو التنبُّؤ 
بقِيَم المُتغيِّر التابع لبعض 
قِيَم المُتغيِّر المســتقل غير 
المُعطاة، كما في الفرع 2 
 b من المثــال 3، والفرع
ــق من  مــن بنــد )أتحقَّ

فهمي(.
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الوحدة 4

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

مبيعات: يُبيِّن الجدول الآتي عدد الجولات التي قام بها 10 مندوبي مبيعات، وعدد القطع المَبيعة:

عدد الجولات  20 40 10 18 50 20 50 15 30 10

عدد القطع المَبيعة 30 20 50 35 60 50 30 20 40 25

د المُتغيِّر المستقل والمُتغيِّر التابع، ثمَّ أرسم شكل الانتشار لهذه البيانات.  أُحدِّ 1 

ره.  أَصِف الارتباط بين عدد الجولات وعدد القطع المَبيعة، ثمَّ أُفسِّ 2 

بوظة: يُبيِّن الجدول الآتي درجة الحرارة وقت الظهيرة، وعدد حبّات المُثلَّجات التي يبيعها محمود 
ة أسبوعين: ه مُدَّ في مَحلِّ

درجة الحرارة وقت الظهيرة 20 28 18 24 30 22 21 16 29 19 27 26 23 27

عدد حبّات المُثلَّجات المَبيعة 70 86 58 76 97 78 65 58 91 63 93 91 79 82

د المُتغيِّر المستقل والمُتغيِّر التابع، ثمَّ أرسم شكل الانتشار لهذه البيانات.  أُحدِّ 3 

ره.  �أَصِف الارتباط بين درجة الحرارة وقت الظهيرة وعدد حبّات المُثلَّجات التي يبيعها محمود، ثمَّ أُفسِّ 4 

ــكّانية في تلك المنطقة )عدد  كثافة سُــكّانية: يُبيِّن الجدول الآتي بُعْد المنطقة عن مركز المدينة )بالكيلومتر(، والكثافة السُّ
كّان/ كيلومتر مُربَّع( لعدد من الأماكن المختارة عشوائيًّا في إحدى المدن: السُّ

12.543.51.91.7233.80.6)km( البُعْد عن مركز المدينة

كّانية 3500240016001800240039003300200023004700 الكثافة السُّ

د المُتغيِّر المستقل والمُتغيِّر التابع، ثمَّ أرسم شكل الانتشار لهذه البيانات.   أُحدِّ 5 

ره. كّانية، ثمَّ أُفسِّ  أَصِف الارتباط بين البُعْد عن مركز المدينة والكثافة السُّ 6 



18

ر موظفـو متجـر إلكترونيات تكلفـة صيانة   �صيانـة إلكترونيـات: يُقـدِّ 7 

ة هذه  نـون التكلفة الفعليـة لاحقًا. لتقييـم دِقَّ الأجهـزة مُسـبَّقًا، ثمَّ يُدوِّ
التقديـرات، حلَّلـت الإدارة عيِّنـة عشـوائية مـن 8 عمليـات صيانـة 
كمـا فـي الجـدول أدناه. أجـد معامـل ارتبـاط بيرسـون بيـن التكلفة 

ـر دلالته. التقديريـة والتكلفـة الفعليـة، ثمَّ أُفسِّ

4047975025804530(x) التكلفة التقديرية بالدينار

4539876329734827(y) التكلفة الفعلية بالدينار

ـل غذائـي يوميًّـا  إنتـاج حليـب: أُعطيِـت عشـر بقـرات وحـدات مـن مُكمِّ
ة أسـبوعين، وكانـت كتلـة كل وحـدة منهـا g 25؛ بُغْيَـةَ دراسـة تأثيـر  مُـدَّ
ل الإنتـاج اليومي  ـل في زيـادة إنتـاج الحليـب، علمًا بـأنَّ مُعـدَّ هـذا المُكمِّ
لـكل بقـرة فـي بداية التجربة هـو L 18. يُبيِّـن الجدول الآتي عـدد وحدات 
ـل الغذائـي التـي تناولتهـا كل بقـرة، إلـى جانـب كميـة الحليـب  المُكمِّ

المُنتَجـة باللتـر (L) فـي اليـوم الأخيـر من الأسـبوعين:

10987654321(x) عدد الوحدات

23232424222121201918 (y) الإنتاج

د المُتغيِّر المستقل والمُتغيِّر التابع، ثمَّ أرسم شكل الانتشار لهذه البيانات.  أُحدِّ 8 

ل إليها من شكل الانتشار.  أكتب أيَّ استنتاجات يُمكِن أنْ أتوصَّ 9 

ر دلالته.  أجد معامل ارتباط بيرسون لبيانات البقرات السبع الأولى، ثمَّ أُفسِّ 10 
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الوحدة 4

كات  استهلاك وقود: تعكف إحدى شركات تصنيع السيّارات على اختبار نوع جديد من المُحرِّ
ل استهلاك الوقود (km/L)، وقد أمكن لها الحصول  لبيان تأثير الســرعة  (km/h) في مُعدَّ

ك بسرعة ثابتة: على البيانات الآتية في ظلِّ ظروف مَعْملية يُمكنِ فيها تشغيل المُحرِّ

120100806550(x) السرعة

9.810.311.211.912(y) ل استهلاك الوقود مُعدَّ

.x على y أجد معادلة خطِّ انحدار  11 

ل اســتهلاك الوقود إذا بلغت سرعة   �أســتعمل معادلة خطِّ الانحدار التي أوجدتها في الســؤال الســابق للتنبُّؤ بمُعدَّ 12 

70 km/h السيّارة

ر دلالة كلٍّ من الميل )m( والمقطع )b( في معادلة خطِّ الانحدار.  أُفسِّ 13 

: جُمِعت 10 أزواج من القِيَم المُتناظرِة للمُتغيِّر x والمُتغيِّر y، فتبيَّن أنَّ

∑ x
i
 = 109,  ∑ y

i
 = 120,  ∑ x

i

2 = 1960,  ∑ y
i

2 = 2145

:y = 0.7x + 4.4 :هي x على y وأنَّ معادلة خطِّ انحدار

.y والمُتغيِّر x أجد معامل ارتباط بيرسون بين المُتغيِّر  15 				    .∑ x
i
 y

i
 �أجد   14 

تُبيِّن أشكال الانتشار الآتية درجات مختلفة من الارتباط بين مُتغيِّرين:

A B C D

y

x

y

x

y

x

y

x

أكتب بجانب معامل الارتباط رمز شكل الانتشار المناسب في كلٍّ ممّا يأتي:

16   r = -0.31					     17   r = -0.94

18   r = 0.55						      19   r = 0.97
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 �إدارة أعمال: حَسَــبت ســامية معامل ارتباط بيرســون بين عمر الموظف وعدد الأخطاء التي يقع فيها أثناء إدخال  20 

البيانات المالية في النظام الحاسوبي للشركة، فوجدته 0.86-. ماذا تعني هذه القيمة لمعامل الارتباط؟

مهارات التفكير العليا

 �تبريــر: إذا كان الارتباط بين x وy موجبًا، والارتباط بين y وz ســالبًا، والارتباط بين z وw موجبًا، فما نوع الارتباط  21 

ر إجابتي. بين x وw؟ أُبرِّ

 �أكتشف الخطأ: يُمثِّل شكل الانتشــار المجاور أعمار عدد  22 

من الدجاجات بالأشــهر)x(، وعدد البيضات التي تضعها 
كلٌّ من هذه الدجاجات في الشــهر )y(. أوجدت ميســون 
معادلة خطِّ انحدار y على x، فكانت هذه المعادلة كما يأتي:

y = 0.063x + 16.1 

أُبيِّن من دون إجراء أيِّ حســابات أنَّ المعادلة التي وضعتها 
ميسون غير صحيحة. 

تبرير: جمعت ســلمى بيانــات من أحد المحــالِّ التجارية الكبــرى عن 8 مُنتَجــات مختلفة من 
الشوكولاتة، كتلة كلٍّ منها g 100، وذلك بهدف دراسة العلاقة بين النسبة المئوية لمسحوق الكاكاو 

الخام في كل قطعة من هذه المُنتَجات وسعر البيع )بالقرش( كما هو مُبيَّن في الجدول الآتي:

العلامة التجارية للشوكولاتة A B C D E F G H

(x) النسبة المئوية لمسحوق الكاكاو الخام 10 20 30 35 40 50 60 70

(y) السعر بالقرش 35 55 40 100 60 90 110 130

 أرسم شكل الانتشار لهذه البيانات.  23 

.x على y أجد معادلة خطِّ انحدار  24 

ر دلالته.  أجد معامل ارتباط بيرسون بين نسبة مسحوق الكاكاو الخام وسعر قطعة الشوكولاتة، ثمَّ أُفسِّ 25 

 �تعتقد سلمى أنَّ سعر قطعة الشوكولاتة من إحدى العلامات التجارية مُبالَغ فيه. أستعمل شكل الانتشار لتحديد هذه  26 

ر إجابتي. العلامة التجارية، ثمَّ أقترح سعرًا عادلًًا لقطعة الشوكولاتة التي تحمل هذه العلامة، وأُبرِّ

هر
 ش

كل
ي 

ت ف
ضا

البي
دد 

ع

(month) عمر الدجاجة

y

x
0

4

8

12

16

20

40 80 120 160
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الدرس

2
ف السلاسل الزمنية، وكيفية تمثيلها بيانيًّا، وتفسيرها.   تعرُّ · 	  فكرة الدرس � 

ف الاتجاه العام في سلســلة زمنية، ورســم خطِّ الاتجاه العام، واستعماله لتحديد إذا كان   �تعرُّ · 			 
ا. اتجاه البيانات العام في سلسلة زمنية صاعدًا أو هابطًا أو مستقرًّ

	�السلسلة الزمنية، السلسلة الزمنية رُبع السنوية، خطُّ الاتجاه العام، خطُّ اتجاه عام صاعد، خطُّ اتجاه   المصطلحات � 
عام هابط، خطُّ اتجاه عام مستقر.

	�يُبيِّــن التمثيــل البيانــي المجاور عــدد الطرود   مسألة اليوم � 
ية في أحد مســتودعات شــحن البضائع  المُتبقِّ

الإلكترونية خلال أحد الأيام:

 �في أيِّ ساعة كان عدد الطرود في المستودع  )1 			 
؟ هو الأقلَّ

 �ما عدد الطرود التي شُــحِنت بين الســاعة  )2 			 
8:00 صباحًا والساعة 12:00 ظهرًا؟

 �ما التغيُّر الذي طال عدد الطرود بين الســاعة 15:00 والســاعة 16:00؟ ما تفسير ذلك في هذا  )3 			 
السياق؟

ود
طر

د ال
عد

الزمن

y

x0

10

20

30

40

08:00 10:00 12:00 14:00 16:00

السلاسل الزمنية
Time Series

السلاسل الزمنية وتمثيلها بيانيًّا

ن عند نقاط زمنية  السلسلة الزمنية (time series) هي تسلسل من البيانات التي تُجمَع أو تُدوَّ
مُتتابعِة، وتكون عادةً على فترات مُنتظَمة )كل ســاعة، أو يوم، أو شهر، أو سنة مثلًًا(. تُستعمَل 
هذه السلاســل في العديد من المجالات، لا ســيَّما الاقتصادية والبيئية والطبية؛ لمِا تُوفِّره من 
قدرة على تحليل التغيُّرات بمرور الزمن. من الأمثلة الشــائعة على السلاســل الزمنية: ســعر 

إغلاق أحد الأسهم يوميًّا على مدار سنة كاملة، وعدد زُوّار موقع إلكتروني كل ساعة.

يُمكِن تمثيل السلســلة الزمنية بيانيًّا، بحيث يُمثَّل الزمن على المحور الأفُقي )x(، وتُمثَّل قِيَم 
.)y( الظاهرة المدروسة على المحور الرأسي
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 vالزمن، و t :حيث ،(t, v) بــة بدايةً، تُعيَّن نقاط في المســتوى الإحداثي تُمثِّل الأزواج المُرتَّ
القيمة )المُشــاهَدة( المُقابلِة لـ t . بعد ذلك، يوصَل بين كل نقطتين مُتتاليِتين بقطعة مســتقيمة 
ر الظاهرة بمرور الزمن، ويساعد على  مُتقطِّعة؛ فيَنتج شــكل خطِّي )مُتشعِّب( يُبيِّن مراحل تطوُّ

تحليل الاتجاهات والتغيُّرات الدورية والموسمية.

 مثال 1 : من الحياة  

رصيد نقدي: يُبيِّــن الجدول التالي المبالغ النقدية )بآلاف الدنانير( التي توافرت في خزنة أحد 
متاجر التجزئة في نهاية كل شهر من شهور عام 2024م. أُمثِّل هذه السلسلة الزمنية بيانيًّا:

الشهر121110987654321

707169737170736966687265(JD 1000) المبلغ

ل من المستوى  بع الأوَّ 	�أرسم الرُّ الخطوة 1:

الإحداثي، ثمَّ أختــار تدريجًا 
مناسبًا للمحورين الإحداثيين.

بــة فــي  	�أُعيِّــن الأزواج المُرتَّ الخطوة 2:

المستوى الإحداثي باستعمال 
علامة (×).

	�أَصِل بين كل نقطتين مُتتاليِتين بقطعة مستقيمة مُتقطِّعة؛ لعدم وجود معلومات  الخطوة 3:

عن المبلغ المُتوافرِ في الأيام التي تقع بين نهايتي كل شهرين مُتتاليِين.

  ق من فهمي أتحقَّ

ألعاب: يُبيِّن الجــدول التالي المبيعات الشــهرية )بآلاف الدنانير( 
ــص في تجارة ألعاب الأطفال خــال أحد الأعوام.  لمتجر مُتخصِّ

أُمثِّل هذه السلسلة الزمنية بيانيًّا.

الشهر121110987654321

8.87.57.95.87.477.155.55.15.23.6(JD 1000) المبلغ

(J
D

 1
00

0)
ي 

قد
 الن

صيد
الر

(month) الزمن

y

x
0

65

66
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68

69
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71

72

73

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

م أتعلَّ

تتــراوح قيمــة المبلــغ 
المُتوافرِ فــي الخزنة بين 
65 ألــف دينار و73 ألف 

دينــار؛ لــذا، فــإنَّ مــن 
المناسب تدريج المحور 
الرأســي من 65 إلى 73، 
عٍ  وجعــل طــول كل مُربَّ
وحــدة واحدة لتســهيل 

تعيين النقاط.

ر أتذكَّ

) إلى أنَّ  ) تشير العلامة 
 y التدريج علــى المحور

غير مُكتمِل.
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الوحدة 4

ر أُفكِّ

ــر زيادة  أقترح ســببًا يُفسِّ
استهلاك العائلة للكهرباء 

في هذه الفترة.

م أتعلَّ

أُلاحِــظ أنَّ القِيَــم على 
x تُمثِّل الأشهر؛  المحور 
لذا اســتُعمِلت الأعداد: 
3 ,2 ,1 للدلالــة علــى 

ل ثلاثة أشــهر من عام  أوَّ
2016م.

 مثال 2 : من الحياة  

ل الشــكل الآتي الذي يُمثِّل منحنى السلســلة الزمنية لقيمة فاتورة الكهرباء  فواتير كهرباء: أتأمَّ
الشــهرية لإحدى العائلات )بالدينار(، بَدْءًا بشهر نيســان عام 2015م، وانتهاءً بشهر آذار عام 

2016م، ثمَّ أُجيب عن الأسئلة التي تليه:

(J
D
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ور

فات
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هري
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لقي

ا
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y
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x

ر إجابتي.  في أيِّ شهرٍ كان صَرْف العائلة للكهرباء هو الأعلى؟ أُبرِّ

في شهر كانون الثاني؛ لأنَّ قيمة الفاتورة كانت هي العليا في هذا الشهر.

 ما الفترة الزمنية التي ظلَّ فيها استهلاك العائلة للكهرباء ثابتًا؟ 

ل.  الفترة الزمنية بين شهر أيلول وشهر تشرين الأوَّ

 أَصِف تغيُّر استهلاك العائلة للكهرباء على مدار العام. 

ل،  بوجه عام، انخفض اســتهلاك العائلة للكهرباء في الفترة بين شهر نيسان وشهر تشرين الأوَّ
ثمَّ عاد إلى الارتفاع في الفترة بين شهر تشرين الثاني وشهر آذار.

1

2

3

قراءة السلاسل الزمنية وتفسيرها

يُمكِن تحليل منحنى السلســلة الزمنية المُعطى، وقراءته، وتفسيره، فضلًًا عن استعماله للتنبُّؤ 
بقِيَم الظاهرة - موضوع الدراسة- في فترات زمنية لاحقة.
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  ق من فهمي أتحقَّ

ل الشــكل المجــاور الــذي يُمثِّل منحنى  صــادرات: أتأمَّ
السلســلة الزمنية لصــادرات إحدى الشــركات الصناعية 
)بملايين الدنانير( بين عام 2017م وعام 2021م، ثمَّ أُجيب 

عن الأسئلة الآتية:

 ما قيمة صادرات الشركة عام 2019م؟ )a 

 �أَصِف تغيُّر صادرات الشركة في هذه الفترة الزمنية. )b 

ر زيادة صادرات الشركة عام 2021م.  �أقترح سببًا يُفسِّ )c 

ر)
دينا

ون 
ملي

ت (
درا

صا
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(year) العام

y
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x

السلاسل الزمنية الرُّبعية 

ن في السلاسل الزمنية على فترات زمنية مُتساوِية،  تعلَّمْتُ في المثالين السابقين أنَّ البيانات تُدوَّ
قد تكون دقائقَ، أو ساعاتٍ، أو أيامًا، أو أســابيعَ، أو أشهرًا، أو سنواتٍ، وذلك بحسب طبيعة 
الظاهرة موضوع الدراســة. في المجالات الصناعية والتجارية والمالية، تُستعمَل غالبًا فترات 
زمنية رُبع سنوية )كل ثلاثة أشهر(. يُطلَق على هذا النوع من السلاسل اسم السلسلة الزمنية رُبع 
السنوية (quarterly time series)، وهي تُعَدُّ أداة فعّالة لفهم الأنماط الموسمية والأنماط 
الدورية في البيانات؛ ما يُســهِم في تحســين عمليــة التنبُّؤ، ودعم التخطيط الســليم، واتِّخاذ 

قرارات مدروسة تُفْضي إلى تعزيز الإنتاجية، وزيادة العائد المالي مستقبلًًا.

 مثال 3 : من الحياة  

بعية )بملايين الدنانير(  مبيعات: يُبيِّن الجدول الآتي المبيعات الرُّ
لإحدى شركات صناعة الملابس على مدار 3 أعوام مُتتاليِة:

العام201720162015
بع432143214321 الرُّ

المبيعات )مليون دينار(4.55.45.13.93.55.34.63.23.14.23.62
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الوحدة 4

م أتعلَّ

أَصِــف التمثيــل البياني 
دائمًا في ســياق المسألة. 
فمثلًًا، سياق هذه المسألة 

هو مبيعات الملابس.

م أتعلَّ

أُلاحِــظ أنَّ أقــلَّ قيمــة 
للمبيعــات هــي مليونا 
دينــار، وأنَّ أكبر قيمة لها 
هــي 5.4 ملاييــن دينار؛ 
لــذا، فإنَّ من المناســب 
تقســيم المحور الرأسي 

(6-1) أقسامًا مُتساوِيةً.

 أُمثِّل هذه السلسلة الزمنية بيانيًّا.

ن الأرباع على المحور الأفُقي، وأختار تدريجًا مناسبًا للمحور الرأسي،  أرسم محورين، ثمَّ أُدوِّ
ثــمَّ أُعيِّن النقــاط المُقابلِة لكل رُبعٍ وقيمــة المبيعات فيه لكل عام، ثمَّ أَصِــل بين كل نقطتين 

مُتتاليِتين بقطعة مستقيمة مُتقطِّعة ليَنتج الرسم الآتي:

ر)
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ت (
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y

0

1

2

3

4

5

6

1 2

2015 2016 2017
3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 x

 في أيِّ الأرباع كان حجم المبيعات أكثر سنويًّا؟

بع الثالث من كل عام. كان حجم المبيعات أكثر في الرُّ

 هل مبيعات الشركة تتزايد أم تتناقص بوجه عام؟

يَتَّضِح من الرسم أنَّ مبيعات الشركة تتزايد بوجه عام بمرور الزمن، ولو بشكل طفيف.

 أَصِف التمثيل البياني.

بع  يتباين حجم مبيعات الملابس على مدار العام؛ إذ تكون المبيعات في أدنى مستوياتها في الرُّ
بع الثالث من كل عام قبل  بع الثاني، لتصل ذروتهــا في الرُّ ل مــن كل عام، ثمَّ تزداد في الرُّ الأوَّ
ح أنَّ حجم مبيعات  بع الرابع من كل عام. والتمثيل البياني يُوضِّ ة أُخرى في الرُّ أنْ تنخفض مَــرَّ

الملابس آخِذ بالتزايد كل سنة بوجه عام.

1

2

3

4
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  ق من فهمي أتحقَّ

بعية لعــدد زجاجات العطور  عطور: يُبيِّن الجــدول الآتي البيانات الرُّ
المَبيعة في محل تجاري كل رُبع عام على مدار 3 أعوام مُتتاليِة:

العام202220212020

بع432143214321 الرُّ

541155934511125731481054426
عدد زجاجات 
العطور المَبيعة

 أُمثِّل هذه السلسلة الزمنية بيانيًّا. )a 

 في أيِّ الأرباع كان عدد زجاجات العطور المَبيعة أقلَّ سنويًّا؟ )b 

 هل مبيعات المحل من زجاجات العطور تتزايد أم تتناقص بوجه عام؟ )c 

 أَصِف التمثيل البياني. )d 

خطُّ الاتجاه العام

ط نقاط الشكل،  تعلَّمْتُ سابقًا رسم المســتقيم الأفضل مطابقة في شكل الانتشار، الذي يتوسَّ
والــذي قد يمــرُّ ببعضها، مع مراعــاة أنْ يكون عدد النقــاط على جانبي المســتقيم مُتقارِبًا. 
ــط نقاط السلسلة الزمنية، ويُعرَف في هذه الحالة  وبالطريقة نفسها، يُمكِن رسم مستقيم يتوسَّ
ه العام لبيانات السلسلة  باســم خطِّ الاتجاه العام (trend line)؛ إذ يُســتعمَل لتوضيح التوجُّ

الزمنية كما هو مُبيَّن في الشكل الآتي:
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خطُّ الاتجاه العام

م أتعلَّ

عنــد وصــف المبيعات 
بأنَّها تزداد بوجه عام، فإنَّ 
ذلك لا يعنــي بالضرورة 
أنَّها في ازدياد دائم، وإنَّما 
يعني أنَّها تزداد بوجه عام، 

وأنَّها قد تتناقص أحيانًا.
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الوحدة 4

y

x

y

x

y

x

خطُّ اتجاه عام صاعدخطُّ اتجاه عام هابطخطُّ اتجاه عام مستقر

 يَتَّخِذ خطُّ الاتجاه العام أشــكالًًا مختلفةً وَفقًا لميلــه؛ فإذا كان الميل موجبًا، فإنَّ الخطَّ يكون 
صاعدًا، ويُســمّى خطَّ اتجاه عام صاعدًا (rising trend line). أمّا إذا كان الميل سالبًا، فإنَّ 
الخطَّ يكون هابطًا، ويُسمّى خطَّ اتجاه عام هابطًا (falling trend line)، وأمّا إذا كان الخطُّ 
أُفقيًّا تقريبًا، ولا يشــير إلى زيــادة في البيانات أو إلى نقصان فيها، فإنَّه يُســمّى خطَّ اتجاه عام 

ا (level trend line). والشكل الآتي يُبيِّن الحالات الثلاث لخطِّ الاتجاه العام. مستقرًّ

 مثال 4 : من الحياة  

بعية )بعشــرات آلاف الدنانيــر( لأحد معارض  مبيعــات: يُبيِّن الجدول الآتــي المبيعات الرُّ
السيّارات الكهربائية على مدار 3 أعوام: 

العام202420232022

بع432143214321 الرُّ

408045754060326523381445(JD 10000) المبيعات

 أُمثِّل هذه السلسلة الزمنية بيانيًّا، ثمَّ أرسم عليها خطَّ الاتجاه العام.
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خطُّ الاتجاه العام

1 م أتعلَّ

أُلاحِظ أنَّ حجم المبيعات 
أخذ ينقــص أحيانًا، لكنَّ 
الاتجاه العــام للمبيعات 

في ازدياد.
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ره. د نوع اتجاه البيانات العام، ثمَّ أُفسِّ  أُحدِّ

حة للازدياد مستقبلًًا. خطُّ اتجاه البيانات العام هو من النوع الصاعد؛ ما يعني أنَّ المبيعات مُرشَّ

  ق من فهمي أتحقَّ

وّار )بالآلاف( لأحــد المتاحف كل رُبع عام من الأعوام  متاحــف: يُبيِّن الجدول الآتي عدد الزُّ
)2022م – 2024م(:

4321
بع الرُّ

العام

15202000184014602022

14601800167014902023

13801690165013002024

 أُمثِّل هذه السلسلة الزمنية بيانيًّا، ثمَّ أرسم عليها خطَّ الاتجاه العام. )a 

ره. د نوع اتجاه البيانات العام، ثمَّ أُفسِّ  أُحدِّ )b 

2

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

رصيد: يُبيِّن الجدول الآتي رصيد حساب منار البنكي )بمئات الدنانير( في نهاية كل شهر من عام 2024م:

الشهر121110987654321

5.88.65.74.5288.71011.89.88.56(JD 100) الرصيد

 أُمثِّل هذه السلسلة الزمنية بيانيًّا. 1 

 في أيِّ نهاية شهر كان رصيد منار هو الأعلى؟ 2 

ر إجابتي. د هذين الشهرين، ثمَّ أُبرِّ دت فواتير كثيرة في شهرين من هذا العام، فأُحدِّ  إذا علمْتُ أنَّ منار سدَّ 3 
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الوحدة 4

مواليد: يُبيِّن الجدول الآتي عدد المواليد )بالآلاف( في إحدى المدن الأردنية بين عام 2014م وعام 2021م:

العام20212020201920182017201620152014

المواليد (1000)3026.425.224.323.8262927.5

 أُمثِّل هذه السلسلة الزمنية بيانيًّا. 4 

؟  في أيِّ الأعوام كان عدد المواليد هو الأقلَّ 5 

 أَصِف تغيُّر أعداد المواليد في هذه الفترة الزمنية. 6 

ل الشكل المجاور الذي  مشروعات صغيرة: أتأمَّ
يُمثِّل منحنى السلســلة الزمنية لأرباح متجر لبيع 
المُنتَجات اليدوية )بالدينار( في نهاية كل شــهر 
خلال عام كامل، ثمَّ أُجيب عن السؤالين الآتيين:

ق فيه المتجر أعلى ربح؟  �ما الشهر الذي حقَّ 7 

 �إذا علمْتُ أنَّ المتجر أغلق أبوابه عددًا من  8 

ر إجابتي. الأيام خلال شهرين بسبب أعمال الصيانة، فما هذان الشهران؟ أُبرِّ

بعية لعدد عُمّال البنِاء )بالآلاف( العاملين في مشــروعات إحدى شــركات  عُمّــال بنِاء: يُبيِّن الجــدول الآتي البيانات الرُّ
المقاولات بين عام 2017م وعام 2019م:

العام201920182017

بع432143214321 الرُّ

عدد العاملين )بالآلاف(182622141624201215221914

 في أيِّ الأرباع كان عدد العُمّال هو الأقلَّ سنويًّا؟ 10   			   أُمثِّل هذه السلسلة الزمنية بيانيًّا. 9 

 أَصِف التمثيل البياني.  هل أعداد العُمّال تتزايد أم تتناقص بوجه عام؟	   12 11 

ره. د نوع اتجاه البيانات العام، ثمَّ أُفسِّ  أُحدِّ  أرسم خطَّ الاتجاه العام على منحنى السلسلة الزمنية.  14 13 
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بعية لعدد الســيّارات  ســيّارات: يُبيِّن الجــدول المجــاور البيانات الرُّ
)بالآلاف( المَبيعة التي تعمل بالوقود في إحدى الدول التي تبنَّت خُطَّة 

للحدِّ من مصادر غازات الدفيئة بين عام 2020م وعام 2023م:

 أُمثِّل هذه السلسلة الزمنية بيانيًّا. 15 

 في أيِّ الأرباع كان عدد السيارات المَبيعة هو الأعلى سنويًّا؟ 16 

 هل أعداد السيارات المَبيعة تتزايد أم تتناقص بوجه عام؟ 17 

 أَصِف التمثيل البياني. 18 

 أرسم خطَّ الاتجاه العام على منحنى السلسلة الزمنية. 19 

ره. د نوع اتجاه البيانات العام، ثمَّ أُفسِّ  أُحدِّ 20 

مهارات التفكير العليا

د الخطأ )الأخطــاء( في تمثيل   �أكتشــف الخطأ: أُحــدِّ 21 

ح ما فيها  السلسلة المُبيَّنة في الشكل المجاور، ثمَّ أُصحِّ
من خطأ. 

ل المبيعات الشهرية )بآلاف الدنانير( لشركتين صناعيتين مُتنافسِتين على مدار 3 أعوام: : يُبيِّن الجدول الآتي مُعدَّ تحدٍّ

العام202420232022
الأشهر9-125-81-49-125-81-49-125-81-4
730700720520430470290240260(A) الشركة
540510460410480400400340460(B) الشركة

 أُمثِّل مبيعات الشركتين في مستوى إحداثي واحد. 22 

 أرسم خطَّ الاتجاه العام لكلٍّ من الشركتين. 23 

ره. د نوع اتجاه البيانات العام لكلٍّ من الشركتين، ثمَّ أُفسِّ  أُحدِّ 24 

4321
بع الرُّ

العام

3204806203462020

2253704902652021

1863054091982022

1002903801752023

معلومة

تُمثِّل عوادم السيّارات مصدرًا رئيسًا 
لغاز ثاني أكســيد الكربــون؛ وهو 
أحد غازات الدفيئة التي تتسبَّب في 
ظاهرة الاحتباس الحراري التي تُؤثِّر 
سلبًا في الأنظمة البيئية حول العالَم.
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الدرس

3
كة في سلسلة زمنية، واستعمالها لوصف اتجاه السلسلة العام.  إيجاد الأوساط المُتحرِّ · 	  فكرة الدرس � 

ف التباين الموسمي في السلاسل الزمنية، وتفسيره.   تعرُّ · 			 
 �حساب التباين الموسمي عند نقطة ما، واســتعمال وسطه الحسابي وخطِّ الاتجاه العام للتنبُّؤ  · 			 

ببيانات مستقبلية.

كة ذات النقاط الأربع. كة، الأوساط المُتحرِّ التباين الموسمي، الأوساط المُتحرِّ 	 المصطلحات � 

	�يُمثِّــل الشــكل المجــاور منحنى السلســلة   مسألة اليوم � 
بعيــة لعدد أجهزة الهاتف  الزمنية للبيانات الرُّ
المحمول المَبيعة )بالمئات( في محل هواتف 
على مدار 3 أعوام مُتتاليِة، وخطَّ الاتجاه العام 

لهذه السلسلة:

ره. د نوع اتجاه البيانات العام، ثمَّ أُفسِّ  �أُحدِّ )1 			 
 �هل يُمكِن التنبُّؤ بعــدد الهواتف المَبيعة  )2 			 

ل من عام 2024م؟ بع الأوَّ في الرُّ
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التباين في السلاسل الزمنية 
Variations in Time Series

التباين في السلسلة الزمنية

بعية )بعشــرات آلاف الدنانير( من  يُمثِّل الشــكل الآتي منحنى السلسلة الزمنية للمبيعات الرُّ
أجهزة تكييف الهواء في محــل أجهزة كهربائية على مدار 3 أعوام مُتتاليِة، وخطَّ الاتجاه العام 

لهذه السلسلة. 
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ــى  ــة عل ــادة تدريجي ــر زي ــف يُظهِ ــزة التكيي ــات أجه ــام لمبيع ــاه الع ــن أنَّ الاتج ــم م بالرغ
المــدى الطويــل، فــإنَّ حجــم المبيعــات يختلــف مــن رُبــع إلــى آخــر خــال العــام نفســه؛ 
ــع مقارنــةً بخــطِّ الاتجــاه  ل والرابــع، تكــون المبيعــات أقــلَّ مــن المُتوقَّ بعيــن الأوَّ ففــي الرُّ
ــا  ــر ممّ ــون أكث ــث، وتك ــي والثال ــن الثان بعي ــي الرُّ ــات ف ــع المبيع ــن ترتف ــي حي ــام، ف الع
ــب  ــزداد الطل ــول؛ إذ ي ــر الفص ــى تأثي ــن إل ــذا التباي ــزى ه ــام. يُعْ ــاه الع ــطُّ الاتج ــه خ يتوقَّع
علــى المُكيِّفــات خــال أشــهر الصيــف بســبب ارتفــاع درجــات الحــرارة، فــي حيــن يقــلُّ 

ــتاءً. ــا ش ــب عليه الطل

ــود  ــةً لوج ــرة نتيج ــات كبي ــات واختلاف ــر تباين ــد تظه ــة، ق ــل الزمني ــض السلاس ــي بع ف
ــب رســم خــطِّ الاتجــاه، وتحديــد  العديــد مــن القِيَــم العظمــى والقِيَــم الصغــرى؛ مــا يُصعِّ
ــمّى  ــة، تُس ــر فعّالي ــة أكث ــتعمَل طريق ــكلة، تُس ــذه المش ــة ه ــة. لمعالج ــام بدِقَّ ــاه الع الاتج
ــم جديــدة تُحسَــب بأخــذ الوســط  كــة (moving averages)؛ وهــي قِيَ الأوســاط المُتحرِّ
الحســابي لعــدد مــن المُشــاهَدات المُتتاليِــة ضمــن السلســلة الزمنيــة، بهــدف تقليــل تأثيــر 
ــات الموســمية والعشــوائية، وتوضيــح الاتجــاه العــام. ولكــنْ، يُشــترَط فــي ذلــك  التذبذب
أنْ تشــمل المُشــاهَدات المُســتعمَلة دورة فصليــة كاملــة؛ أيْ أنْ تشــمل مُشــاهَدة واحــدة مــن 
ــة لإيجــاد  ــع نقــاط مُتتاليِ ــمُّ عــادةً اســتعمال أرب ــة، فيت بعي ــات الرُّ ــي البيان ــا ف كل فصــل. أمّ
ــع  ــاط الأرب ــة ذات النق ك ــاط المُتحرِّ ــة الأوس ــذه الطريق ــمّى ه ــذا تُس ك؛ ل ــرِّ ــط المُتح الوس

.(four points moving averages)

م أتعلَّ

ن بعض السلاسل  قد تتكوَّ
الزمنية مــن فصول، يمتدُّ 
كلٌّ منها إلى أربعة أشهر. 
وفي هذه الحالة، تُحسَب 
كــة  الأوســاط المُتحرِّ
لثــاث قِيَــم مُتتاليِة، في 
مــا يُعــرَف بالأوســاط 
كــة ذات النقــاط  المُتحرِّ

الثلاث.

كة  x، فإنَّ الأوساط المُتحرِّ
1
, x

2
, x

3
, …, x

n
إذا كانت المُشاهَدات )القِيَم( بالترتيب هي: 

M تعطى على النحو الآتي:
1
, M

2
, M

3
, …, M

n
ذات النقاط الأربع 

M
1
 = 

x
1
 + x

2
 + x

3
 + x

4

4
 , M

2
 = 

x
2
 + x

3
 + x

4
 + x

5

4
 , M

3
 = 

x
3
 + x

4
 + x

5
 + x

6

4

كة. وهكذا إلى آخر الأوساط المُتحرِّ

الأوساط المُتحرِّكة ذات النقاط الأربع مفهوم أساسي
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الوحدة 4

 مثال 1 : من الحياة  

كة ذات النقاط الأربع للسلسلة الزمنية الآتية التي تُبيِّن المبيعات  مبيعات: أجد الأوساط المُتحرِّ
بعية )بآلاف الدنانير( لأحد المتاجر على مدار عامين.  الرُّ

العام20222021

بع43214321 الرُّ

5060281724532515(JD 1000) المبيعات

أُنظِّم البيانات والحسابات على النحو الآتي:

المبيعات 
(JD 1000)

بع العامالرُّ

151

20
21

252

533

244

171

20
22

282

603

504

كة ذات النقاط الأربع الأوساط المُتحرِّ

M
1
 = 

15 + 25 + 53 + 24

4
 = 29.25

M
2
 = 

25 + 53 + 24 + 17

4
 = 29.75

M
3
 = 

53 + 24 + 17 + 28

4
 = 30.5

M
4
 = 

24 + 17 + 28 + 60

4
 = 32.25

M
5
 = 

17 + 28 + 60 + 50

4
 = 38.75

  ق من فهمي أتحقَّ

كة ذات النقاط الأربع للسلسلة الزمنية الآتية التي تُبيِّن نسبة الإشغال في  أجد الأوســاط المُتحرِّ
أحد الفنادق خلال عامين ونصف.

لالثانيالثالث العامالأوَّ

بع2143214321 الرُّ

نسبة الإشغال (%)60756085658070907585

م أتعلَّ

إذا كان عدد المُشاهَدات 
فــي سلســلة زمنيــة هو 
n، فــإنَّ عدد الأوســاط 

كــة ذات النقــاط  المُتحرِّ
الأربع هــو n-3، حيث 

.n ≥ 4
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رسم خطِّ الاتجاه العام باستعمال الأوساط المُتحرِّكة

تعلَّمْتُ في الدرس السابق كيفية رسم خطِّ الاتجاه العام بالنظر، لكنَّ هذا الأسلوب ليس دقيقًا 
بما فيه الكفاية. يُمكِن رســم خطِّ الاتجاه العام للسلســلة الزمنية بطريقة أكثر موثوقية، وذلك 
كة؛ إذ تُوفِّر هذه النقاط تمثيلًًا أكثرَ سلاسةً ووضوحًا لاتجاه  باستعمال نقاط الأوســاط المُتحرِّ

البيانات الحقيقي بمرور الزمن.

كة،  يُمكِن تمثيل خطِّ الاتجاه العام لسلســلة زمنية بيانيًّا باستعمال نقاط الأوساط المُتحرِّ
باع الخطوات الآتية: وذلك باتِّ

 �تمثيل السلسلة بيانيًّا. 1

كة ذات النقاط   �إيجاد منتصفات الفترات الزمنية التي ســتُقابلِ الأوســاط المُتحرِّ 2

الأربع، ثمَّ إيجاد تلك الأوساط.

ك، بحيث توضَع هذه النقطة مُقابلِ منتصف   �تعيين نقطة لكل وسط حســابي مُتحرِّ 3

الفترة الزمنية التي اســتُعمِلت لحســاب ذلك الوســط، وعلى ارتفاع يُعادِل قيمة 
ك. الوسط الحسابي المُتحرِّ

كة، الذي يُمكِن به رؤية   �رســم المستقيم الأفضل مطابقة لنقاط الأوســاط المُتحرِّ 4

الاتجاه العام للسلسلة الزمنية بوضوح وسهولة.

رسم خطِّ الاتجاه العام باستعمال الأوساط المُتحرِّكة مفهوم أساسي
م أتعلَّ

يُعَدُّ خطُّ الاتجاه المرسوم 
باستعمال نقاط الأوساط 
ة في  كــة أكثــر دِقَّ المُتحرِّ
تمثيــل الاتجــاه العــام 
مقارنةً بالخطِّ الذي يُرسَم 
اعتمــادًا علــى البيانات 
الأصلية مباشرة. ولكنْ، 
لا ينبغي رسم هذا الخطِّ 
عن طريــق توصيل نقاط 
كــة،  الأوســاط المُتحرِّ
وإنَّما يُرسَــم علــى نحوٍ 
يكــون فيه عــدد النقاط 
الواقعة فوقه وعدد النقاط 
الواقعــة تحتــه مُتقارِبًا؛ 
تــه في تمثيل  ز دِقَّ مــا يُعزِّ
الاتجاه الحقيقي للسلسلة 

الزمنية.
 مثال 2 : من الحياة  

بعية لعدد المدافئ التي باعها  مدافئ: يُبيِّــن الجدول الآتي البيانات الرُّ
مصنع على مدار 3 أعوام مُتتاليِة:

لالثانيالثالث العامالأوَّ

بع432143214321 الرُّ

عدد المدافئ342169258265355163287315378194306342

كة ذات النقاط الأربع.   أرسم خطَّ الاتجاه العام للسلسلة الزمنية باستعمال الأوساط المُتحرِّ 1
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الوحدة 4

الخطوة 1: أُمثِّل السلسلة بيانيًّا.
عة

بي مَ
ئ ال

داف
الم

دد 
ع

بع العام والرُّ

ل الأوَّ الثاني الثالث
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

150

0

200

250

300

350

400
y

x

كــة ذات النقاط  الخطوة 2:  �أجد منتصفات الفترات الزمنية التي ســتُقابلِ الأوســاط المُتحرِّ

الأربع، ثمَّ أجد تلك الأوساط.

ل؛ أيْ 2.5،  ل منتصف الفترة الزمنية من 1 إلى 4 فــي العام الأوَّ ك الأوَّ يُقابلِ الوســط المُتحــرِّ
ل إلى 1 في العام  ك الثاني منتصف الفترة الزمنية من 2 في العــام الأوَّ ويُقابلِ الوســط المُتحرِّ

الثاني؛ أيْ 3.5، وهكذا.
كة كما تعلَّمْتُ سابقًا، ثمَّ أُنظِّم البيانات والحسابات على النحو الآتي: أجد الأوساط المُتحرِّ

كة  الأوساط المُتحرِّ
بععدد المدافئمنتصف الفترةذات النقاط الأربع العامالرُّ

3421

1
3062

1943

3784

3151

2
2872

1633

3554

2651

3
2582

1693

3424

M
1
 = 3052.5

M
2
 = 298.253.5

M
3
 = 293.54.5

M
4
 = 285.751.5

M
5
 = 2802.5

M
6
 = 267.53.5

M
7
 = 260.254.5

M
8
 = 261.751.5

M
9
 = 258.52.5

م أتعلَّ

يزيــد منتصــف الفتــرة 
ك  المُقابلِ للوسط المُتحرِّ
ذي النقاط الأربع بمقدار 
0.5 على رقــم ثاني رُبع 

مــن الأربــاع الأربعــة 
المُستعمَلة لحساب ذلك 

ك. الوسط المُتحرِّ
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كة في المستوى الإحداثي. الخطوة 3: أُعيِّن الأوساط المُتحرِّ

ك، بحيــث توضَع النقطة مُقابلِ منتصف الفترة الزمنية التي اســتُعمِلت  أُعيِّن كل وســط مُتحرِّ
لحساب ذلك الوسط. 

الخطوة 4: أرسم خطَّ الاتجاه العام. 

طها، بحيث يكون عدد النقاط  كة التي يتوسَّ أرسم المســتقيم الأفضل مطابقة للأوساط المُتحرِّ
على جهتيه مُتساوِيًا. 

عة
بي مَ

ئ ال
داف

الم
دد 

ع

بع العام والرُّ

ل الأوَّ الثاني الثالث
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

150

0

200

250

300

350

400
y

x

بعية دات الرُّ شاهَ المُ

كة تحرِّ الأوساط المُ
ذات النقاط الأربع

خطُّ الاتجاه العام

ره. د نوع اتجاه البيانات العام، ثمَّ أُفسِّ  أُحدِّ

الاتجاه العام هابط؛ أيْ إنَّ مبيعات المدافئ تتناقص بمرور الزمن.

  ق من فهمي أتحقَّ

بعية لعدد الكتب المســتعارة من  كتــب: يُبيِّن الجدول الآتي البيانات الرُّ
مكتبة عامة في كل يوم تفتح فيه المكتبة أبوابها على مدار 3 أسابيع:

لالثانيالثالث الأسبوعالأوَّ

اليومأحدإثنينأربعاءخميسأحدإثنينأربعاءخميسأحدإثنينأربعاءخميس

723428365730243254332136
عدد الكتب 

المستعارة

2

م أتعلَّ

يُمكِن ترقيــم الأرباع في 
صورة: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, ...

لحســاب نقطة منتصف 
الفتــرة التي يَلــزم تعيين 
ك  نقطة الوســط المُتحرِّ

مُقابلِها.
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الوحدة 4

كة ذات النقاط   �أرســم خطَّ الاتجاه العام للسلســلة الزمنية باستعمال الأوســاط المُتحرِّ )a 

الأربع.

ره. د نوع اتجاه البيانات العام، ثمَّ أُفسِّ  �أُحدِّ )b 

تقدير الوسط الحسابي للتباين الموسمي

رة على  يُطلَق على الفرق بين القيمة من نقاط السلســلة الزمنية )القيمة الفعلية( والقيمة المُقدَّ
خطِّ الاتجاه العام اســم التباين الموسمي (seasonal variation)؛ فإذا كانت القيمة الفعلية 
رة من خطِّ الاتجاه العام، فإنَّ التباين الموسمي يكون موجبًا، وإذا كانت  أعلى من القيمة المُقدَّ
ر  ، فإنَّ التباين الموســمي يكون ســالبًا. يُذكَر أنَّ هذه التباينات الموسمية تتكرَّ هذه القيمة أقلَّ
بنمط دوري مُنتظَم كل عام. ونظرًا إلى تكرار الأرباع ضمن السلسلة الزمنية؛ فإنَّ كل رُبع يظهر 
ة مُرتبطِة بكل رُبع. لتحليل هذا التباين  مَرّات عديدة، ومن ثَمَّ يصبح للتباين الموســمي قِيَم عِدَّ
بشكل منهجي، يُمكِن تقدير الوسط الحسابي للتباينات الموسمية الخاصة بكل رُبع؛ ما يُفْضي 

إلى تقدير أكثر استقرارًا للتأثير الموسمي المُرتبطِ به.

م أتعلَّ

قــد لا ترتبــط التباينات 
الموســمية بفصول السنة 
فحســب، بــل يُمكِن أنْ 
تنشــأ من أنمــاط زمنية 
أُخرى، كأيام الأســبوع. 
فمثــاً، يــزداد وقــت 
مُشاهَدة التلفاز في عطلة 
ل  نهاية الأسبوع؛ ما يُشكِّ
دورة موســمية أسبوعية، 
يكون فيها كل يوم أشــبه 

بفصل مستقل.

يُمثِّل الشــكل التالي منحنى سلسلة زمنية، رُسِــم عليها خطُّ الاتجاه العام باستعمال الأوساط 
بع الثاني.  ر الوسط الحسابي للتباينات الموسمية للرُّ كة ذات النقاط الأربع. أُقدِّ المُتحرِّ

(J
D

 1
00

00
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ل الأوَّ الثاني الثالث

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

20

40

60

80

0

y

x

بعية دات الرُّ شاهَ المُ

كة تحرِّ الأوساط المُ
ذات النقاط الأربع

مثال 3
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بع الثاني. رة لكلٍّ من قِيَم الرُّ الخطوة 1: أجد القيمة الفعلية والقيمة المُقدَّ

أُفقية  القِيَم الفعلية، أرسم مستقيمات  لإيجاد 
بع الثاني على منحنى السلســلة  من نقاط الرُّ
إلى المحور الرأســي؛ فتظهــر القِيَم الفعلية 
بــع الثاني من الأعوام الثلاثــة )من نقاط  للرُّ
65 ,65 ,50. أمّــا القِيَم  السلســلة(، وهي: 
رة فيُمكِن إيجادها برســم مســتقيمات  المُقدَّ
بع الثاني على  أُفقية من نقاط تُقابلِ نقــاط الرُّ
خــطِّ الاتجاه العــام إلى المحور الرأســي، 
رة من خطِّ الاتجاه  وبذلك تظهــر القِيَم المُقدَّ

العام، وهي: 60 ,53 ,47 على الترتيب.

ر الوسط الحسابي لهذه  بع الثاني، ثمَّ أُقدِّ الخطوة 2: أجد التباين الموسمي لكل قيمة من قِيَم الرُّ

التباينات.

ل 	التباين الموسمي للقيمة 50 من العام الأوَّ 50 - 47 = 3

	التباين الموسمي للقيمة 65 من العام الثاني 65 - 53 = 12

	التباين الموسمي  للقيمة 65 من العام الثالث 65 - 60 = 5

بع الثاني 	الوسط الحسابي للتباينات الموسمية للرُّ
3 + 12 + 5

3  ≈ 6.6666

	بضرب الوسط الحسابي في 10000 6.6666 × 10000 = 66666

بع الثاني هو: JD 66666 تقريبًا. إذن، الوسط الحسابي للتباينات الموسمية للرُّ

  ق من فهمي أتحقَّ

بع الرابع من السلسلة الواردة في المثال 3،  بع الثالث والرُّ أجد التباينات الموسمية لكلٍّ من الرُّ
ر الوسط الحسابي لكلٍّ منهما. ثمَّ أُقدِّ

بع العام والرُّ

ل الأوَّ الثاني الثالث
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بعية دات الرُّ شاهَ المُ

كة تحرِّ الأوساط المُ
ذات النقاط الأربع

القيمة الفعلية
رة قدَّ القيمة المُ

م أتعلَّ

لإيجاد التباين الموسمي، 
رة  تُطــرَح القيمــة المُقدَّ
الناتجة مــن خطِّ الاتجاه 

العام من القيمة الفعلية.

م أتعلَّ

ـن  قــد يكــون التبايـ
الموسمي سالبًا إذا كانت 
القيمــة الناتجة من تقدير 
خطِّ الاتجــاه العام أعلى 

من القيمة الفعلية.
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الوحدة 4

التنبُّؤ ببيانات مستقبلية

يُمكِن اســتعمال خطِّ الاتجاه العام والوسط الحســابي للتباينات الموسمية عند أيِّ نقطة في 
سلسلة زمنية للتنبُّؤ بقِيَم تُقابلِ هذه النقطة في السنوات اللاحقة. 

رة من خطِّ  تُمثِّل القيمة المُتوقَّعة عند نقطة مســتقبلية مجموع قيمتين، هما: القيمة المُقدَّ
الاتجاه العام عند تلك النقطة، والوســط الحســابي للتباينات الموسمية المُرتبطِة بتلك 

النقطة في السنوات السابقة.

التنبُّؤ مفهوم أساسي

م أتعلَّ

لا يُمكِن الوثوق بالتنبُّؤات 
البعيــدة المــدى؛ لأنَّ 
ة  استمرار الاتجاه العام مُدَّ
طويلة غيــر مضمون، في 
حين أنَّ التنبُّؤات القصيرة 
المدى، التــي لا تتجاوز 
ســنة واحدة، تكون غالبًا 

قَّة. أقرب إلى الدِّ

كة ذات النقاط الأربع. أتنبَّأ  يُمثِّل الشكل التالي منحنى سلسلة زمنية، رُسِم عليها خطُّ الاتجاه العام باستعمال الأوساط المُتحرِّ
بع الثالث من عام 2024م. وّار في الرُّ بعدد الزُّ
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بعية دات الرُّ شاهَ المُ
كة تحرِّ الأوساط المُ
ذات النقاط الأربع

بع الثالث، ثمَّ أجد الوسط الحسابي لهذه التباينات. الخطوة 1: أجد التباين الموسمي لكل قيمة من قِيَم الرُّ

ل 10- = 670 - 660التباين الموسمي للقيمة 660 من العام الأوَّ

15- = 750 - 735التباين الموسمي للقيمة 735 من العام الثاني

بع الثالث 	الوسط الحسابي للتباينات الموسمية للرُّ
-10 + (-15)

2  = -12.5

مثال 4
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بع الثالث من عام 2024م. وّار في الرُّ الخطوة 2: أتنبَّأ بعدد الزُّ

2022 2023 2024
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بعية دات الرُّ شاهَ المُ

كة تحرِّ الأوساط المُ
ذات النقاط الأربع

رة قدَّ القيمة المُ

بع الثالث من عام 2024م )820(، مضافًا إليها الوســط  رة من خطِّ الاتجــاه العام للرُّ القيمة المُتوقَّعة تســاوي القيمة المُقدَّ
بع الثالث (12.5-): الحسابي للتباينات الموسمية للرُّ

	القيمة المُتوقَّعة 820 + (-12.5) = 807.5

	بضرب القيمة المُتوقَّعة في 100 807.5 × 100 = 80750

بع الثالث من عام 2024م هو: 80750 زائرًا. وّار في الرُّ إذن، العدد المُتوقَّع للزُّ

  ق من فهمي أتحقَّ

بع الرابع من عام 2024م، بناءً على معطيات المثال 4. وّار في الرُّ أتنبَّأ بعدد الزُّ

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

عتها جمعية خيرية على الأسَُــر المحتاجة  بعية لعدد الطرود الخيرية التي وزَّ أعمــال خيرية: يُبيِّن الجدول الآتي البيانات الرُّ
خلال 3 أعوام مُتتاليِة:

العام201720162015

بع432143214321 الرُّ

عدد الطرود240300255180200265230150170218180120

كة ذات النقاط الأربع لهذه السلسلة الزمنية.  أجد الأوساط المُتحرِّ 1 

كة ذات النقاط الأربع.  أرسم خطَّ الاتجاه العام للسلسلة الزمنية باستعمال الأوساط المُتحرِّ 2 

ره. د نوع اتجاه البيانات العام، ثمَّ أُفسِّ  أُحدِّ 3 
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الوحدة 4

بعية لعدد الساعات المُشمِسة في إحدى المدن على مدار 3 أعوام: مناخ: يُبيِّن الجدول الآتي البيانات الرُّ

العام201220112010

بع432143214321 الرُّ

عدد الساعات المُشمِسة200460620300320420720340240460640300

كة ذات النقاط الأربع لهذه السلسلة الزمنية.  أجد الأوساط المُتحرِّ 4 

كة ذات النقاط الأربع.  أرسم خطَّ الاتجاه العام للسلسلة الزمنية باستعمال الأوساط المُتحرِّ 5 

ره. د نوع اتجاه البيانات العام، ثمَّ أُفسِّ  أُحدِّ 6 

كاميرات: يُبيِّن الشــكل الآتي السلســلة الزمنية لعدد الكاميرات الاحترافية المَبيعة في أحد المحالِّ التجارية، وقد رُسِمت 
كة ذات النقاط الأربع: عليها الأوساط المُتحرِّ
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كة ذات النقاط الأربع.  �أرسم خطَّ الاتجاه العام للسلسلة الزمنية باستعمال الأوساط المُتحرِّ 7 

ره. د نوع اتجاه البيانات العام، ثمَّ أُفسِّ  �أُحدِّ 8 

ل. بع الأوَّ ر الوسط الحسابي للتباينات الموسمية للرُّ  أُقدِّ 9 

ل من عام 2015م. بع الأوَّ  أتنبَّأ بعدد الكاميرات المَبيعة في الرُّ 10 
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صة، وقد رُسِم عليها خطُّ  دواجن: يُبيِّن الشــكل الآتي السلسلة الزمنية لعدد الدواجن )بالآلاف( التي أنتجتها شركة مُتخصِّ
كة ذات النقاط الأربع: الاتجاه العام باستعمال الأوساط المُتحرِّ
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بعية دات الرُّ شاهَ المُ
كة تحرِّ الأوساط المُ
ذات النقاط الأربع

ره.  �أَصِف اتجاه السلسلة العام، ثمَّ أُفسِّ 11 

بع الثاني. ر الوسط الحسابي للتباينات الموسمية للرُّ  �أُقدِّ 12 

بع الثاني من عام 2021م.  أتنبَّأ بعدد الدواجن التي أُنتجِت في الرُّ 13 

ل والفصل الثاني والفصل  لين في أحد المساقات الجامعية في الفصل الأوَّ جامعات: يُبيِّن الجدول الآتي عدد الطلبة المُسجَّ
الصيفي بإحدى الجامعات على مدار 3 أعوام:

العام202320222021

لالثانيالصيفي لالثانيالصيفيالأوَّ لالثانيالصيفيالأوَّ الفصلالأوَّ

عدد الطلبة22025045716022038285160325

كة ذات النقاط الثلاث لهذه السلسلة.  أجد الأوساط المُتحرِّ 14 

كة ذات النقاط الثلاث.  أرسم خطَّ الاتجاه العام للسلسلة الزمنية باستعمال الأوساط المُتحرِّ 15 
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الوحدة 4

ره. د نوع اتجاه البيانات العام، ثمَّ أُفسِّ  أُحدِّ 16 

ل. ر الوسط الحسابي للتباينات الموسمية للفصل الأوَّ  أُقدِّ 17 

ل من عام 2024م. لون في هذا المساق للفصل الأوَّ  أتنبَّأ بعدد الطلبة الذين سيُسجِّ 18 

رة باستعمال خطِّ الاتجاه العام لأعداد الموافقات التي منحتها  طاقة شمســية: يُبيِّن الجدول الآتي القِيَم الفعلية والقِيَم المُقدَّ
إحدى البلديات لمشروعات الطاقة الشمسية المنزلية خلال عامين مُتتاليِين:

 التباين
الموسمي

القِيَم 
رة  المُقدَّ

القِيَم 
الفعلية

العامالأرباع

24281

20
19

28422

70603

15124

18221

20
20

25362

42503

13124

 �أملأ الفراغ بما هو مُناسِب في عمود التباين الموسمي لكل رُبع. 19 

ر الوسط الحسابي للتباين الموسمي لكل رُبع من الأرباع الأربعة.  �أُقدِّ 20 
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مهارات التفكير العليا

كة ذات النقاط الأربع على منحنى السلسلة الزمنية المُبيَّن   �أكتشــف الخطأ: عيَّنت أريج الأوساط الحســابية المُتحرِّ 21 

كة المفقودة من الرسم، ثمَّ أُعيِّنها عليه. في الشكل المجاور، لكنَّها نسيت تعيين بعضها. أكتشف الأوساط المُتحرِّ
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تبرير: يُبيِّن الجدول الآتي مبيعات أحد المحالِّ التجارية لكل أربعة أشهر مُتتاليِة على مدار 3 أعوام:

العام200220012000

الأشهر9-125-81-49-125-81-49-125-81-4

403236373033333730(JD 1000) المبيعات

ر إجابتي. كة ذات النقاط الأربع في هذه الحالة؟ أُبرِّ  لماذا لا تُحسَب الأوساط الحسابية المُتحرِّ 22 

كة التي يُمكِن حسابها في هذه المسألة.  أجد الأوساط الحسابية المُتحرِّ 23 

 �تبرير: رصدت إدارة أحد المسارح عدد الحضور )بالمئات( في  24 

كل يوم تُعرَض فيه مســرحية على مدار 3 أسابيع. هل تُحسَب 
كــة ذات نقاط ثلاث أم  لهذه البيانات أوســاط حســابية مُتحرِّ

ر إجابتي. كة ذات نقاط أربع؟ أُبرِّ أوساط حسابية مُتحرِّ

321
الأسبوع

اليوم

الجمعة101214

السبت182025

الإثنين446

الأربعاء678
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رسم خطِّ الاتجاه العام باستعمال 
كة الأوساط المُتحرِّ

يُمكِن اســتعمال برمجية Excel لتمثيل سلســلة زمنية رُبعية، ورســم خطِّ الاتجاه العام لهذه السلســلة باســتعمال الأوساط 
كة، والتنبُّؤ ببيانات مستقبلية. المُتحرِّ

 �أســتعمل برمجية Excel لرسم خطِّ الاتجاه العام للسلســلة الزمنية الواردة في المثال 2 في الصفحة 34، وذلك باستعمال 
كة ذات النقاط الأربع. الأوساط المُتحرِّ

لهما  �أفتح برمجية Excel، ثمَّ أُنشِئ ورقة عمل، ثمَّ أُدخِل البيانات في جدول مُنظَّم من عمودين، أُسمّي أوَّ الخطوة 1:	

بع، وتدخل فيه الأرباع مُتسلسِلة من 1 إلى 12، وأُسمّي ثانيهما  عدد المدافئ المَبيعة. الرُّ

د الخلايا التي تحتوي على البيانات )العمودان كاملان، بما في ذلك العناوين(، ثمَّ أنتقل إلى علامة  	�أُحدِّ الخطوة 2:

، فيظهر  التبويب )Insert( في شريط الأدوات، وأختار )Scatter( من قائمة الرسوم البيانية، ثمَّ أنقر 
التمثيل البياني للسلسلة الزمنية تلقائيًّا بخطوط مستقيمة متصلة. ولتمثيلها بخطوط مستقيمة مُتقطِّعة، أنقر 
التمثيل البياني، ثمَّ أختار  من القائمة التي تظهر يمين الشكل، ثمَّ أختار التمثيل البياني بخطوط 
مُتقطِّعة. يُمكِن تنفيذ هذا الإجراء بطريقة أُخرى، وذلك بنقر التمثيل البياني نقرًا مُزدوَجًا، ثمَّ اختيار التمثيل 

البياني بالخطوط المُتقطِّعة الذي يظهر في شريط الأدوات.

نشاط

1

ــل  معمـ
برمجيــة
E x c e l
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ـق التمثيـل البيانـي - كمـا تعلَّمْتُ في مبحـث المهارات الرقميـة- بإعادة تسـمية التمثيـل البياني، ثمَّ  	�أُنسِّ الخطوة 3:

تسـمية المحـاور، وتخصيـص الألـوان والخطـوط؛ لجعـل التمثيـل أكثـر وضوحًـا.

ـــاد  ـــة (AVERAGE) لإيج ـــتعمل الدالَّ ـــمَّ أس ـــة، ث ك ـــاط المُتحرِّ ـــم الأوس ـــدًا باس ـــودًا جدي ـــمّي عم 	�أُس الخطوة 4:

ــب  ل، تُكتَـ ك الأوَّ ــرِّ ــط المُتحـ ــاد الوسـ ــاً، لإيجـ ــع. فمثـ ــاط الأربـ ــة ذات النقـ كـ ــاط المُتحرِّ الأوسـ

ــذا. ــة: 305، وهكـ ــر النتيجـ دة، فتظهـ ــدَّ ــة المُحـ ــي الخليـ ــة: (AVERAGE(B2:B5) =) فـ الصيغـ

ــاد  ــة (AVERAGE) لإيجـ ـ ــتعمل الدالَّ ــمَّ أسـ ــرة، ثـ ــف الفتـ ــم منتصـ ــدًا باسـ ــودًا جديـ ــمّي عمـ 	�أُسـ الخطوة 5:

ك. فمثـــاً، لإيجـــاد  منتصـــف الفتـــرة الزمنيـــة التـــي اســـتُعمِلت لإيجـــاد الوســـط المُتحـــرِّ

ل، تُكتَـــب الصيغـــة:  ك الأوَّ منتصـــف الفتـــرة الزمنيـــة التـــي اســـتُعمِلت لإيجـــاد الوســـط المُتحـــرِّ

دة، فتظهـــر النتيجـــة: 2.5، وهكـــذا. (AVERAGE(A2:A5) =) فـــي الخليـــة المُحـــدَّ

ـــط  ـــمَّ الضغ ـــل، ث ـــر التمثي ـــة، بنق ـــلة الزمني ـــي للسلس ـــل البيان ـــى التمثي ـــة عل ك ـــاط المُتحرِّ ـــل الأوس 	�أُمثِّ الخطوة 6:

ـــمَّ  ـــه  ، ث ـــار من ـــوار، أخت ـــع ح ـــر مُربَّ ـــار  ، فيظه ـــن لاختي ـــأرة الأيم ـــى زِرِّ الف عل

ـــاط  ـــم الأوس ـــدة باس ـــلة الجدي ـــه السلس ـــمّي في ـــر، أُس ـــوار آخ ـــع ح ـــح مُربَّ ـــى (OK)، فيفت ـــط عل أضغ

ـــدى  د م ـــدِّ ـــرة، وأُح ـــف الفت ـــود منتص ـــن عم ـــدى (Series X-values) م د م ـــدِّ ـــمَّ أُح ـــة، ث ك المُتحرِّ

ـــل  ـــر تمثي ـــى (OK)، فيظه ـــط عل ـــمَّ أضغ ـــة، ث ك ـــاط المُتحرِّ ـــود الأوس ـــن عم (Series Y-values) م

كـــة، يُمكِـــن حذفهـــا بنقـــر التمثيـــل  بيانـــي متصـــل بخطـــوط مســـتقيمة مُتقطِّعـــة للأوســـاط المُتحرِّ

ـــي  ـــة ف ـــوم البياني ـــة الرس ـــن قائم ـــار (Scatter) م ـــمَّ أخت ـــة، ث ك ـــاط المُتحرِّ ـــاص بالأوس ـــي الخ البيان

. شـــريط الأدوات، ثـــمَّ أنقـــر 

ــاط  ــي للأوسـ ــل البيانـ ــر التمثيـ ــة، بنقـ كـ ــاط المُتحرِّ ــة للأوسـ ــل مطابقـ ــتقيم الأفضـ ــم المسـ 	�أرسـ الخطوة 7:

كـــة، ثـــمَّ اختيـــار  مـــن القائمـــة التـــي تظهـــر يميـــن الشـــكل، ثـــمَّ نقـــر  ،  المُتحرِّ

ـــة ذات  ك ـــاط المُتحرِّ ـــتعمال الأوس ـــل باس ـــام المُمثَّ ـــاه الع ـــطُّ الاتج ـــي خ ـــل البيان ـــى التمثي ـــر عل فيظه

النقـــاط الأربـــع.
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الوحدة 4

منتصف الفترة

ل  بــع الأوَّ ــؤ بعــدد المدافــئ المَبيعــة فــي الرُّ  �أســتعمل برمجيــة Excel للتنبُّ
مــن العــام الرابــع.

ل مــن العــام الرابــع،  بــع الأوَّ للتنبُّــؤ بعــدد المدافــئ المَبيعــة فــي الرُّ
أكتــب 13 فــي الخلية A14، ثــمَّ أُدخِل في الخليــة المجاورة لهــا الصيغة: 
(FORECAST.LINEAR(A14,B2:B13,A2:A13)=)، ثــمَّ أضغط على 

ل من العام الرابع.  بع الأوَّ (Enter)، فتظهر القيمة المُتوقَّعة للرُّ

2

ب أتدرَّ

مسافرون: يُبيِّن الجدول الآتي عدد المسافرين إلى الخارج )بعشرات الآلاف( في كل رُبع على مدار 3 أعوام مُتتاليِة:

العام201120102009
بع432143214321 الرُّ

المسافرون (10000)12.613.411.610.211.812.410.79,511.511.8108.7

كة ذات النقاط الأربع.  أستعمل برمجية Excel لرسم خطِّ الاتجاه العام للسلسلة الزمنية باستعمال الأوساط المُتحرِّ 1 

بع الثاني من عام 2012م.  أستعمل برمجية Excel للتنبُّؤ بعدد المسافرين إلى الخارج في الرُّ 2 
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أختار رمز الإجابة الصحيحة في كلٍّ ممّا يأتي:

ا موجبًا من بين   �شــكل الانتشــار الذي يُمثِّل ارتباطًا قويًّ 1 

الأشكال الآتية هو:

a)   y

x

y

x

y

x

y

x

		  b)  y

x

y

x

y

x

y

x

c)  y

x

y

x

y

x

y

x

		  d)  y

x

y

x

y

x

y

x

S، فــإنَّ 
xx

 = 40, S
xy

 = 80, x = 6, y = 8 :إذا كان�  2 

معادلة خطِّ انحدار y على x هي:

a)   y = 2x – 4			   b)   y = 4x – 2

c)   y = 2x + 4			  d)   y = 4x +2

 �يُمثِّل الشــكل التالي عدد الشطائر التي باعها مطعم في  3 

أسبوع. يزيد عدد الشــطائر التي بيعت يوم الإثنين عمّا 
بيع منها يوم الأحد بنحو:

عة
بي مَ

ر ال
طائ

لش
دد ا

ع

الأيام

ت
سب حد
أ

ين
إثن

ثاء
ثلا

عاء
أرب

س
خمي عة
جم

x0

200

300

100

y

a)   200			   b)   50

c)   150			   d)   250

 �يُبيِّن الشــكل التالي سلســلة زمنية، رُسِــم عليها خطُّ  4 

كة  الاتجاه العام باســتعمال الأوساط الحسابية المُتحرِّ
ل  بع الأوَّ ذات النقاط الأربع. قيمة التباين الموسمي للرُّ

من عام 2019م هي:

ف)
لآلا

(با
جة 

نتَ مُ
ت ال

حدا
الو

بع العام والرُّ

x0

60

70

80

90
y

2018 2019
1 2 3 4 1 2 3 4

a)   -4	 b)   4	 c)   -2	 d)   2

رة من خطِّ الاتجاه العام المرســوم   �إذا كانت القيمة المُقدَّ 5 

ل من عام  بع الأوَّ كة لمبيعات الرُّ باستعمال الأوساط المُتحرِّ
2025م هي 235 ألف دينار، وكانت التباينات الموسمية 

 2022, 2023, 2024 ل للأعــوام:  بع الأوَّ لمبيعات الرُّ
بع  هــي 11 ,7- ,20، فإنَّ القيمة المُتوقَّعة لمبيعات الرُّ

ل من عام 2025م )بآلاف الدنانير( هي: الأوَّ

a)   228	 b)   243	 c)   246	 d)   255

تكلفــة: يُبيِّن الجدول الآتــي المســافة بالكيلومتر والتكلفة 
بالدينار لـ 10 رحلات بسيّارة أجرة:

 x المسافة
(km)

8 6 4 3 7 9 2 10 5 12

 y التكلفة
(JD)

9 7.5 5.5 4 10 12 3 14 7 15

د المُتغيِّر المستقل والمُتغيِّر التابع، ثُمَّ أرسم شكل   �أُحدِّ 6 

الانتشار لهذه البيانات.
ره.  أَصِف الارتباط بين المسافة والتكلفة، ثمَّ أُفسِّ 7 

 .x على y أجد معادلة خطِّ انحدار  8 
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 �أستعمل معادلة خطِّ الانحدار التي أوجدتها في السؤال  9 

11 km السابق للتنبُّؤ بتكلفة رحلة مسافتها

إنتاج: رصد مُحاسِــب فــي مصنعٍ عدد الوحــدات المُنتَجة 
ل مــن العام،  )بالآلاف( في كل شــهر خــال النصف الأوَّ
وتكاليف الإنتاج الكلية )بآلاف الدنانير( في تلك الأشهر كما 

في الجدول الآتي:

(1000) x عدد الوحدات 45 70 75 15 40 55

(JD 1000) y التكاليف 65 90 100 35 50 45

 �أجد معامل ارتباط بيرسون بين عدد الوحدات المُنتَجة  10 

ر دلالته. والتكاليف الكلية، ثمَّ أُفسِّ

.x على y أجد معادلة خطِّ انحدار�  11 

 �أستعمل معادلة خطِّ الانحدار التي أوجدتها في السؤال  12 

السابق للتنبُّؤ بتكاليف إنتاج 60000 وحدة في شهرٍ ما 
لهذا المصنع.

بعية  أثــاث: يُبيِّن الجــدول الآتي مبيعــات غرف النــوم الرُّ
)بالآلاف( لأحد معارض الأثاث على مدار عامين:  

العام20242023

بع43214321 الرُّ

214022101530188(JD 1000) المبيعات

 �أُمثِّل هذه السلســلة الزمنية بيانيًّا، ثمَّ أرســم عليها خطَّ  13 

الاتجاه العام.

ره. د نوع اتجاه البيانات العام، ثمَّ أُفسِّ  �أُحدِّ 14 

بعية من طلبة المرحلة  عين الرُّ يُبيِّن الجدول الآتي أعداد المُتطوِّ
الثانوية في أحد المشروعات الخيرية على مدار 3 أعوام:

العام201920182017

بع432143214321 الرُّ

22
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48
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0

42
0

36
0

32
عدد 0

عين المُتطوِّ

كــة ذات النقــاط الأربع لهذه   �أجد الأوســاط المُتحرِّ 15 

السلسلة.
 �أرســم خطَّ الاتجاه العام للسلســلة الزمنية باستعمال  16 

كة ذات النقاط الأربع. الأوساط المُتحرِّ
ره. د نوع اتجاه البيانات العام، ثمَّ أُفسِّ  �أُحدِّ 17 

ر الوســط الحســابي للتباينات الموســمية لعدد   �أُقــدِّ 18 

بع الثاني. عين للرُّ المُتطوِّ
بع الثاني من عام 2020م. عين في الرُّ  �أتنبَّأ بعدد المُتطوِّ 19 

ية: يُبيِّن الجدول الآتي عدد مراجعي أحد المراكز  رعاية صِحِّ
يــة خلال 3 أوقات مختلفة من اليــوم )صباحًا، ظهرًا،  حِّ الصِّ

عصرًا( على مدار 4 أيام مُتتاليِة:
صباحًاظهرًاعصرًا

الإثنين749577
الثلاثاء519090
الأربعاء185451
الخميس213312

كة المناسبة لهذه البيانات.  �أجد الأوساط المُتحرِّ 20 

كة في   �أُمثِّــل بيانــات السلســلة والأوســاط المُتحرِّ 21 

المستوى الإحداثي نفسه.
د نوع خطِّ الاتجاه   �أرســم خطَّ الاتجاه العام، ثمَّ أُحــدِّ 22 

ره. العام، ثمَّ أُفسِّ



ما أهمية هذه الوحدة؟

تُســتعمَل التوزيعات الاحتمالية لنمذجة التجارب 
العشــوائية والظواهر الطبيعية؛ ما يســاعد على تفسير هذه 

ل إلى اســتنتاجات دقيقــة بخصوصها. يُعَدُّ  الظواهر، والتوصُّ
مهما هذه الوحدة  ين والتوزيع الطبيعي اللذان تُقدِّ توزيع ذي الحدَّ
من أهــمِّ التوزيعات الاحتمالية؛ لمِا لهما من اســتعمالات في 

المجالات العلميــة والحياتية المختلفة. فمثلًًا، يُســتعمَل 
التوزيــع الطبيعــي لنمذجة كتــل المواليــد الجُدُد، 

وضغط الدم في جسم الإنسان، وعلامات 
الطلبة في الاختبارات. 

الوحدة

5
التوزيعات الاحتمالية

Probability Distributions
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مْتُ سابقًا: تعلَّ

 �حساب التوافيق والتباديل. ✔

 �إيجــاد احتمــال حادث ما فــي تجربة  ✔

عشوائية.
 �ماهيَّــة المُتغيِّــر العشــوائي، وتوزيعه  ✔

الاحتمالي.
 �إيجاد التوقُّع والتباين للمُتغيِّر العشوائي. ✔

م في هذه الوحدة:  سأتعلَّ

ين.  التوزيع الهندسي، وتوزيع ذي الحدَّ ◂

 �التوقُّع لكلٍّ من التوزيع الهندســي، وتوزيع  ◂

ين. ذي الحدَّ

 منحنى التوزيع الطبيعي، وخصائصه. ◂

 �إيجاد احتمال المُتغيِّر العشوائي الطبيعي. ◂

أستعمل تدريبات )أســتعد لدراســة الوحدة( في الصفحات (21-19) من كتاب 
التمارين؛ لمراجعة هذه الموضوعات قبل البَدْء بدراسة الوحدة.
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الدرس

1
ف التوزيع الاحتمالي والتوقُّع للمُتغيِّر العشوائي الهندسي.  تعرُّ 	  فكرة الدرس � 

تجربة بيرنولي، التجربة الاحتمالية الهندسية. 	 المصطلحات � 

	�في مصنع لإنتاج الأوعية البلاســتيكية، تشــير الإحصاءات إلى أنَّ واحدًا من   مسألة اليوم � 
كل 12 وعاءً يكون مَعيبًا. إذا بدأ مدير الجودة بفحص الأوعية عشوائيًّا واحدًا 
ل وعاء مَعيب، فما احتمال أنْ  تلو الآخر؛ علــى أنْ يتوقَّف عند العثور على أوَّ

يتوقَّف عن عملية الفحص بعد فحصه 20 وعاءً؟

تجربة بيرنولي

تجربة بيرنولي (Bernoulli trial) هي تجربة عشــوائية لها أحــد ناتجين فقط، بحيث يُعبَّر 
ة واحدة  عــن أحدهما بالنجاح، ويُعبَّر عن الآخر بالفشــل. فمثلًًا، تجربة إلقــاء قطعة النقد مَرَّ
وملاحظة الوجه الظاهر تُمثِّل تجربة بيرنولي؛ لأنَّ لها أحد ناتجين: صورة، أو كتابة. وفي هذه 

التجربة، تُعَدُّ الصورة هي النجاح، والكتابة هي الفشل، أو العكس.

بوجه عام، يُمكِن النظر إلى أيِّ تجربة عشوائية بوصفها تجربة بيرنولي، بافتراض أنَّ حدثًا مُعيَّناً 
مــن الفضاء العيني للتجربة هو النجاح، بصرف النظر عن العدد الفعلي لعناصر ذلك الحدث. 
فمثلًًا، عند إلقاء حجر نرد أوجهه مُرقَّمة بالأرقام: {6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1}، يُمكِن عَدُّ هذه التجربة 
تجربة بيرنولي على أســاس أنَّ ظهور عدد أقلَّ من 5 هو النجاح، وأنَّ أيَّ عدد )ناتج( آخر هو 

الفشل.

التجربة الاحتمالية الهندسية

ل نجاح اسم   ل إلى أوَّ يُطلَق على تكرار تجربة بيرنولي عددًا من المَرّات المســتقلة حتّى التوصُّ
.(geometric probability experiment) التجربة الاحتمالية الهندسية

ر أتذكَّ

لأيِّ تجربــة عشــوائية، 
 (A) يكــون الحــادث 
والحادث (B) مســتقلين 
إذا كان وقوع أحدهما أو 
عدم وقوعــه لا يُؤثِّر في 
احتمال وقــوع الآخر أو 

عدم وقوعه.

التوزيع الهندسي
Geometric Distribution
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الوحدة 5

م أتعلَّ

بوجــه عــام، إذا كانــت 
المحــاولات مســتقلة، 
فهذا لا يعنــي بالضرورة 
ثبات احتمال النجاح في 

كل محاولة.

إذا توافرت الشــروط الأربعة الآتية في تجربة عشــوائية ما، فإنَّها تُعَــدُّ تجربة احتمالية 
هندسية:

رة.  اشتمال التجربة على محاولات مستقلة ومُتكرِّ 1

 فرز النتائج المُمكِنة في كل محاولة إلى نجاح أو فشل. 2

 ثبات احتمال النجاح في كل محاولة. 3

ل نجاح.  التوقُّف عند أوَّ 4

التجربة الاحتمالية الهندسية مفهوم أساسي

أُبيِّن إذا كانت التجربة العشوائية تُمثِّل تجربة احتمالية هندسية في كلٍّ ممّا يأتي:

ر، ثمَّ التوقُّف عند ظهور العدد 2.  إلقاء ريّان حجر نرد مُنتظَمًا بشكل مُتكرِّ

ق الشروط الأربعة للتجربة الاحتمالية الهندسية: أبحث في تحقُّ

ر حتّى يظهر  رة )إلقاء حجر نرد مُنتظَم بشكل مُتكرِّ  �اشتمال التجربة على محاولات مُتكرِّ 1

ة لا تُؤثِّر في نتيجة إلقائه في المَرّات  العدد 2(. وبما أنَّ نتيجة إلقاء حجر النرد في كل مَرَّ
الأخُرى، فإنَّ هذه المحاولات مستقلة.

 �فرز النتائج المُمكِنة في كل محاولة إلى ناتجين فقط، هما: النجاح )ظهور العدد 2(، أو  2

الفشل )ظهور أيِّ عدد آخر(.

. 1
6

 �ثبات احتمال النجاح في كل محاولة، وهو  3

ل نجاح.  التوقُّف عند أوَّ 4

إذن، تُمثِّل هذه التجربة العشوائية تجربة احتمالية هندسية.

مثال 1

1
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 �سَــحْبُ هديل 4 كرات علــى التوالي من دون إرجــاع، من صندوق فيــه 5 كرات حمراء، 
و6 كرات خضراء، ثمَّ كتابة عدد الكرات الحمراء المسحوبة.

ق الشروط الأربعة للتجربة الاحتمالية الهندسية. أبحث في تحقُّ

رة )سحب 4 كرات(. وبما أنَّ نتيجة سحب كل كرة تتأثَّر  ن هذه التجربة محاولات مُتكرِّ تتضمَّ
بنتائج سحب الكرات السابقة بســبب عدم إرجاع الكرات المسحوبة إلى الصندوق، فإنَّ هذه 

المحاولات غير مستقلة.

إذن، لا تُمثِّل هذه التجربة العشوائية تجربة احتمالية هندسية.

  ق من فهمي أتحقَّ

أُبيِّن إذا كانت التجربة العشوائية تُمثِّل تجربة احتمالية هندسية في كلٍّ ممّا يأتي:

 إلقاء عبد العزيز قطعة نقد مُنتظَمة 6 مَرّات، ثمَّ كتابة عدد مَرّات ظهور الصورة. )a 

ة، علمًا بأنَّ  ل مَرَّ ر نحو هدف، ثمَّ التوقُّف عند إصابته أوَّ  �إطلاق ســامية أسهمًا بشكل مُتكرِّ )b 

ة هو 0.6 احتمال إصابتها الهدف في كل مَرَّ

2

ر أُفكِّ

2 من المثال 1،  في الفرع 
إذا سُحِبت الكرات الأربع 
على التوالي مع الإرجاع، 
فهــل يُمثِّل ذلــك تجربة 
احتمالية هندســية؟ أُعيد 

الحلَّ في هذه الحالة.

ر أتذكَّ

قِيَــم المُتغيِّر  يُرمَز إلــى 
العشوائي بالرمز x، ويُرمَز 
إلــى المُتغيِّر العشــوائي 

.X نفسه بالرمز

المُتغيِّر العشوائي الهندسي، وتوزيعه الاحتمالي

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ المُتغيِّر العشــوائي هو مُتغيِّر تعتمد قِيَمه على نواتج تجربة عشــوائية، وأنَّ التوزيع 
الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي هو اقتران يربط كل قيمة للمُتغيِّر العشوائي باحتمال وقوعها في التجربة. 

في التجربة الاحتمالية الهندســية، إذا دلَّ المُتغيِّر العشوائي X على عدد المحاولات وصولًًا إلى 
ل نجاح، فإنَّ X يُسمّى المُتغيِّر العشوائي الهندسي، ويُمكِن التعبير عنه بالرموز على النحو الآتي:  أوَّ

X ∼ Geo(p)

حيث p احتمال النجاح الثابت في كل محاولة.

 : ، فإنَّ المُتغيِّر X يأخذ القِيَم الآتية: ... ,3 ,2 ,1؛ أيْ إنَّ ومن ثَمَّ

x ∈ {1, 2, 3, …}
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الوحدة 5

ر  أتذكَّ

A وB حادثيــن  إذا كان 
متنافيين في تجربة عشوائية، 
فإنَّ احتمال وقوع أحدهما 
على الأقلِّ يساوي مجموع 

احتمالي وقوعهما:
.P(A∪B)=P(A)+P(B)

إذا كان:X∼Geo(0.8)، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

1   P(X = 3) 

	صيغة التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي الهندسي P(X = x) = p(1-p)x-1

x = 3, p = 0.8 بتعويض	 P(X = 3) =(0.8) (1- 0.8 )
2

	بالتبسيط = 0.032

2   P(X ≤ 2) 

	احتمال الحوادث المتنافية P(X ≤ 2) = P(X = 1) + P(X = 2)

صيغة التوزيع الاحتمالي 
	للمُتغيِّر العشوائي الهندسي = (0.8) (1-0.8)0 + (0.8) (1-0.8)1

	بالتبسيط = 0.96

مثال 2

رًا عشــوائيًّا هندسيًّا، فإنَّه يُمكِن إيجاد احتمال أنْ يأخذ X قيمة بعينها ضمن  إذن، إذا كان X مُتغيِّ
مجموعة قِيَمه المُمكِنة باستعمال الصيغة الآتية:

: x ∈ {1, 2, 3, …}، ويعطى التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر  إذا كان: X ∼ Geo(p)، فــإنَّ
العشوائي X بالقاعدة الآتية:

P(X = x) = p(1-p)x-1

حيث:

ل نجاح. x: عدد المحاولات وصولًًا إلى أوَّ

p: احتمال النجاح في كل محاولة.

التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي الهندسي مفهوم أساسي

ر  أتذكَّ

 Bو A إذا كان الحادثــان 
مســتقلين، فــإنَّ احتمال 
حدوثهمــا معًــا هــو 
حاصل ضــرب احتمالي 

: وقوعهما؛ أيْ إنَّ
.P(A∩B) = P(A)P(B)
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3   P(X > 3) 

: المطلوب هو إيجاد P(X > 3)، وهذا يعني أنَّ

P(X > 3) = P(X = 4) + P(X = 5) + P(X = 6) + P(X = 7) + ⋯

بما أنَّ إيجاد P(X > 3) يتطلَّب إيجاد مجموع عدد غير منتهٍ من الاحتمالات )الكســور(، فإنَّه 
مة الحادث: يَلزم البحث عن طريقة أُخرى لإيجاد الاحتمال، وذلك باستعمال مُتمِّ

مة P(X > 3) = 1- P(X ≤ 3)	احتمال المُتمِّ

	احتمال الحوادث المتنافية = 1-(P(X = 1)+P(X = 2)+P(X = 3))

صيغة التوزيع الاحتمالي 
	للمُتغيِّر العشوائي الهندسي = 1-(0.8 + 0.8(0.2) + 0.8(0.2)2 )

	باستعمال الآلة الحاسبة = 0.008

طريقة بديلة:

.P(X > x) = (1 - p)x : إذا كان: X~Geo(p)، فإنَّ

يُمكِن أيضًا حساب P(X > 3) باستعمال القانون أعلاه على النحو الآتي:

P(X > x) = (1 - p)x	قانون حساب P(X > x) في التوزيع الهندسي

x = 3, p = 0.8 بتعويض	P(X > 3) = (1 - 0.8)3

	باستعمال الآلة الحاسبة = (0.2)3 = 0.008

  ق من فهمي أتحقَّ

إذا كان:X∼Geo(0.4)، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

a)   P(X = 2)			   b)   P(X ≤ 3) 			   c)   P(X > 4) 

ر  أتذكَّ

مة  احتمــال وقــوع مُتمِّ
الحادث A هــو 1 ناقص 
:A احتمال وقوع الحادث

.P( A ) = 1 - P( A )

ر  أتذكَّ

مــة X > a هــي  مُتمِّ
 X < a مة  X ≤ a، ومُتمِّ

.X ≥ a هي
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الوحدة 5

يُمكِن استعمال التوزيع الهندسي في كثير من التطبيقات الحياتية.

 مثال 3 : من الحياة  

ر أحمد محاولة تدوير مَقْبضِ الاشتعال في  فرن غاز: يُكرِّ
ن من  فرن مطبخه - بعد حــدوث عطل فيه- حتّى يتمكَّ
تشغيل الفرن لطهي الطعام. إذا كان احتمال تشغيل الفرن 

 ، ومثَّل X عدد محاولات أحمد حتّى اشتغال الفرن، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:
1
3

في كل محاولة هو 

ن أحمد من تشغيل الفرن في المحاولة الرابعة.  احتمال أنْ يتمكَّ

	صيغة التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي الهندسي P(X = x) = p(1-p)x-1

x = 4, p = 1
3

	بتعويض  P(X = 4) = 1
3

 (1 - 1
3

 )
3

	بالتبسيط = 8
81

. 8
81

ن أحمد من تشغيل الفرن في المحاولة الرابعة هو  إذن، احتمال أنْ يتمكَّ

 احتمال أنْ يحاول أحمد تشغيل الفرن أكثر من 4 مَرّات.

: المطلوب هو إيجاد P(X > 4)، وهذا يعني أنَّ

P(X > 4) = P(X = 5) + P(X = 6) + P(X = 7) + ⋯

بما أنَّ إيجاد P(X > 4) يتطلَّب إيجاد مجموع عدد غير منتهٍ من الاحتمالات )الكســور(، فإنَّه 
مة الحادث: يَلزم البحث عن طريقة أُخرى لإيجاد الاحتمال، وذلك باستعمال مُتمِّ

مة P(X > 4) = 1- P(X ≤ 4)	احتمال المُتمِّ

	احتمال الحوادث المتنافية = 1-(P(X = 1)+P(X = 2)+P(X = 3)+P(X = 4))

صيغــة التوزيــع الاحتمالي 
	للمُتغيِّر العشوائي الهندسي = 1-( 1

3
 + 1

3
 ( 2

3
 ) + 1

3
 ( 2

3
 )

2
 + 1

3
 ( 2

3
 )

3
 )

	باستعمال الآلة الحاسبة = 16
81

. 16
81

إذن، احتمال أنْ يحاول أحمد تشغيل الفرن أكثر من 4 مَرّات هو 

1

م  أتعلَّ

أُلاحِــظ أنَّ X هــو مُتغيِّر 
ق  عشــوائي هندسي لتحقُّ

الشروط الأربعة.

2

ر  أُفكِّ

كيف أجد هذا الاحتمال 
بطريقة أُخرى؟
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إذا كان: X∼Geo(p)، فإنَّ التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي X يعطى بالقاعدة الآتية:

E(X) = 1
p

حيث p احتمال النجاح في كل محاولة.

التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي الهندسي مفهوم أساسي

رًا عشوائيًّا هندسيًّا، فإنَّه يُمكِن إيجاد توقُّعه باستعمال الصيغة الآتية: إذا كان X مُتغيِّ
م أتعلَّ

تشير القاعدة المجاورة إلى 
أنَّ التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي 
الهندســي يساوي مقلوب 
احتمال النجاح الثابت في 
جميــع المحــاولات؛ أيْ 
إنَّــه إذا كان احتمال ظهور 
الصورة عند إلقاء قطعة نقد 
1 ، فإنَّه من 

2
مُنتظَمــة هــو 

المُتوقَّع ظهــور الصورة 
ة بعــد إلقاء قطعة  ل مَرَّ أوَّ

تين. النقد مَرَّ

التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي الهندسي

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ التوقُّع E(X) للمُتغيِّر العشــوائي X هو الوسط الحســابي لقِيَمه الناتجة من 
تكرار التجربة نفســها عددًا كبيرًا من المَرّات )عند اقتراب العدد من ∞(، وأنَّه يساوي مجموع 

حاصل ضرب كل قيمة للمُتغيِّر X في احتمال وقوعها.

 يُمكِن التعبير عن ذلك بالرموز على النحو الآتي: 

E(X) = ∑ x . P(x)

  ق من فهمي أتحقَّ

صناعة: في دراســة لقســم الجودة في مصنع للأواني الفخارية، 

 X تبيَّن أنَّ في %10 من الأواني الفخاريــة عيبًا مصنعيًّا. إذا مثَّل

عدد الأواني الفخارية التي سيفحصها مُراقِب الجودة حتّى إيجاد 

ل إناء مَعيب، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: أوَّ

ل إناء مَعيب يجده مُراقِب الجودة.  احتمال أنْ يكون الإناء العاشر هو أوَّ )a 

ل إناء مَعيب.  احتمال أنْ يفحص مُراقِب الجودة أكثر من 3 أوانٍ حتّى إيجاد أوَّ )b 
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 مثال 4 : من الحياة  

صحافة: يريد مُراسِــل صحفي إجراء مقابلات مع عدد من زُوّار مركز 
تجاري، وسؤالهم عن مُشــاهَدة آخر مباراة لكرة القدم، ثمَّ التوقُّف عن 
ل شــخص شــاهد المباراة. إذا كان لدى المُراسِل  ذلك عند مقابلته أوَّ
إحصائية تشــير إلى أنَّ ما نســبته %5 من سُــكّان المدينة قد شاهدوا 
ع أنْ يســأله المُراسِل قبل مقابلته شخصًا شاهد  المباراة، فكم زائرًا يُتوقَّ

المباراة؟

ل شــخص شاهد المباراة،  وّار في المركز التجاري ستســتمر حتّى الالتقاء بأوَّ بما أنَّ مقابلة الزُّ
ف عدد مَنْ سألهم  فإنَّه يُمكِن استعمال توقُّع المُتغيِّر العشوائي الهندسي X∼Geo(0.05) لتعرُّ

المُراسِل عن المباراة: 

	صيغة التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي الهندسي E(X ) = 1
p

p = 0.05 بتعويض	 = 1
0.05

	بالتبسيط = 20

ل شخص شاهد المباراة. إذن، يُتوقَّع أنْ يسأل المُراسِل 19 زائرًا قبل التقائه بأوَّ

  ق من فهمي أتحقَّ

تسويق: أعلنت إحدى شركات تصنيع حبوب الفطور للأطفال عن وجود لعبة مجانية في بعض 
عُلَب الحبوب الجديدة التي تُنتجِها الشــركة. إذا احتوت عُلْبة من كل 4 عُلَب على لعبة، ودلَّ 
ع أنْ  المُتغيِّر العشــوائي X على عدد العُلَب التي سيفتحها الطفل حتّى يجد لعبة، فكم عُلْبةً يُتوقَّ

ل لعبة؟ يفتحها الطفل حتّى يجد أوَّ

ر  أُفكِّ

إذا افترضْتُ أنَّ المُراسِل 
 35 الصحفــي قد ســأل 
ــا منهم لم  زائــرًا، وأنَّ أيًّ
يشــاهد المبــاراة، فهل 
 5% يعني ذلك أنَّ نســبة 
غير صحيحة أو أنَّها فقط 

ر إجابتي. مصادفة؟ أُبرِّ

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أُبيِّن إذا كانت التجربة العشوائية تُمثِّل تجربة احتمالية هندسية في كلٍّ ممّا يأتي:

د، ولكلٍّ   �عدد الأسئلة التي ستجيب عنها أسماء إجابة صحيحة من بين 25 سؤالًًا، جميعها من نوع الاختيار من مُتعدِّ 1 

منها 5 بدائل، واحد منها فقط صحيح، في حال الإجابة عن الأسئلة جميعها بصورة عشوائية. 
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ة، علمًا بأنَّ احتمال إحرازه  ل مَرَّ ر، والتوقُّف عند إحراز الهدف أوَّ  �رمي لاعب كرة سلَّة الكرة نحو الهدف بشكل مُتكرِّ 2 

ة هو 0.3 الهدف في كل مَرَّ

ب إجابتي إلى أقرب 3 منازل عشرية: إذا كان: X∼Geo(0.2)، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي، وأُقرِّ

3   P(X = 2)	 4   P(X ≤ 3)	 5   P(X ≥ 3)

6   P(3 ≤ X ≤ 5)	 7   P(X < 4)	 8   P(X > 4)

9   P(1 < X < 3)	 10   P(4 < X ≤ 6)	 11   P(X < 1)

ر حتّى ظهور العدد 7. أجد احتمال   �أُلقِــي حجر نرد مُنتظَم ذو ثمانية أوجه مُرقَّمة بالأرقام من 1 إلى 8 بشــكل مُتكرِّ 12 

إلقاء حجر النرد 6 مَرّات.

ع لكلٍّ من المُتغيِّرات العشوائية الآتية: أجد التوقُّ

13   X∼Geo(0.3)	 14   X∼Geo( 3
7

 )	 15   X∼Geo(0.45)

ب لينا على مسابقة رمي السهام. إذا كان احتمال إصابتها الهدف في كل   �رياضة: تتدرَّ 16 

ة؟ ل مَرَّ رمية هو 0.2، فكم سهمًا يُتوقَّع أنْ تُطلِق لينا حتّى تصيب الهدف أوَّ

.X فأجد توقُّع المُتغيِّر العشوائي ،P(X > 3) = 0.512 :وكان ،X~Geo(p) :إذا كان  17 

.P(X < 4) فأجد ،E(X) = 8 :وكان ،X~Geo(p) :إذا كان  18 

صناعة: وجد مصنع لوحدات الإنارة المكتبية أنَّ احتمال أنْ تكون وحدة الإنارة مَعيبة هو 0.10. إذا 

ل وحدة  مثَّل X عدد وحدات الإنارة التي سيفحصها مُراقِب الجودة واحدةً تلو الأخُرى حتّى إيجاد أوَّ

إنارة مَعيبة، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: 

ل وحدة إنارة مَعيبة يجدها مُراقِب الجودة.  احتمال أنْ تكون وحدة الإنارة الخامسة هي أوَّ 19 

ل وحدة إنارة مَعيبة.  احتمال أنْ يفحص مُراقِب الجودة أكثر من 4 وحدات إنارة حتّى إيجاد أوَّ 20 

ل وحدة إنارة مَعيبة.  العدد المُتوقَّع من وحدات الإنارة التي سيفحصها مُراقِب الجودة حتّى إيجاد أوَّ 21 
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ــمًا إلى 4 قطاعات متطابقة. إذا دلَّ المُتغيِّر العشوائي X على عدد  يُمثِّل الشــكل المجاور قرصًا مُقسَّ
ة، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: ل مَرَّ ر القرص حتّى يقف عند اللون الأخضر أوَّ مَرّات تدوير مُؤشِّ

	 22   P(X = 3)					     23   P(X ≤ 4) 

ة. ل مَرَّ ر القرص ثلاث مَرّات على الأقلِّ حتّى يقف عند اللون الأخضر أوَّ  احتمال تدوير مُؤشِّ 24 

لعبة: اتفقت ليلى وزميلاتها على ألّّا تُشــارِك أيٌّ منهن في لعبــة حتّى ترمي حجر نرد مُنتظَمًا، ويظهر 

الرقم 6. إذا أرادت ليلى المشــاركة في اللعبة، وكان X يُمثِّل عدد مَرّات رميها حجر النرد حتّى ظهور 

العدد 6، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

 احتمال أنْ ترمي ليلى حجر النرد 3 مَرّات لكي تُشارِك في اللعبة. 25 

 احتمال أنْ ترمي ليلى حجر النرد أكثر من 3 مَرّات لكي تُشارِك في اللعبة. 26 

مهارات التفكير العليا

 �أكتشف الخطأ: أرادت لانا حلَّ السؤال الآتي: 27 

رة حتّى  2 . إذا أُلقِيــت قطعة النقد بصورة مُتكرِّ
5

�عند إلقاء قطعة نقــد غير مُنتظَمة، كان احتمال ظهور الصورة هو 
ة الثانية؟�. وكان حلُّها  ة عند إلقــاء قطعة النقد في المَرَّ ل مَرَّ ة، فما احتمال ظهور الصورة أوَّ ل مَرَّ ظهــور الصورة أوَّ

على النحو الآتي:

	 P(X = 2) = 2
5

 (1 - 2
5

 )
2

	 = 18
125

✗
ر إجابتي. حه، وأُبرِّ أكتشف الخطأ في حلِّ لانا، ثمَّ أُصحِّ

ر إجابتي. P(X ≤ 3) = 819، فأجد P(X > 3)، وأُبرِّ
1331

 تبرير: إذا كان: X∼Geo(p)، وكان:  28 

.P(X = 4) فأجد ،P(X = 2) = 0.21 :وكان ،p > 0.5 وكان ،X∼Geo(p) :إذا كان :  تحدٍّ 29 
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الدرس

2
ين. ف التوزيع الاحتمالي والتوقُّع والتباين للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ تعرُّ 	  فكرة الدرس � 

ين.  	� التجربة الاحتمالية ذات الحدَّ  المصطلحات � 

	�يسـتطيع لاعـب كـرة طاولـة أنْ يُحرِز الفـوز بنقطة إرسـال بنسـبة 60%.   مسألة اليوم � 
إذا أرسـل اللاعـب الكـرة 7 مَـرّات، فمـا احتمـال أنْ يفـوز بــ 4 نقـاط 

إرسـال فقـط؟

ين توزيع ذي الحدَّ
Binomial Distribution

ين التجربة الاحتمالية ذات الحدَّ

دًا من المَرّات المســتقلة اســم  التجربة الاحتمالية  يُطلَق على تكرار تجربة بيرنولي عددًا مُحدَّ
 .(binomial probability experiment) ين ذات الحدَّ

ين:  إذا توافرت الشروط الأربعة الآتية في تجربة عشوائية ما، فإنَّها تُعَدُّ تجربة احتمالية ذات حدَّ
رة.  اشتمال التجربة على محاولات مستقلة ومُتكرِّ 1

 فرز النتائج المُمكِنة في كل محاولة إلى نجاح أو فشل. 2

 ثبات احتمال النجاح في كل محاولة.  3

د من المحاولات في التجربة.  وجود عدد مُحدَّ 4

ين التجربة الاحتمالية ذات الحدَّ مفهوم أساسي

ين في كلٍّ ممّا يأتي: أُبيِّن إذا كانت التجربة العشوائية تُمثِّل تجربة احتمالية ذات حدَّ

 إلقاء قطعة نقد مُنتظَمة 5 مَرّات، ثمَّ كتابة عدد الصور التي ظهرت.

ين: ق الشروط الأربعة الآتية للتجربة الاحتمالية ذات الحدَّ أبحث في تحقُّ

رة )إلقاء قطعة نقد مُنتظَمــة 5 مَرّات(. وبما أنَّ   �اشــتمال التجربة على محــاولات مُتكرِّ 1

ة لا تُؤثِّر في نتيجة إلقائها في المَرّات الأخُرى، فإنَّ هذه  نتيجة إلقاء قطعة النقد في كل مَرَّ
المحاولات مستقلة.

مثال 1

1

م  أتعلَّ

تختلــف تجربــة ذات 
يــن عــن التجربــة  الحدَّ
الهندســية باحتوائها على 
عدد محدود مــن تكرار 
المحــاولات. أمّــا فــي 
التجربة الهندســية، فإنَّ 
التجربــة تســتمر حتّــى 

ل نجاح. إحراز أوَّ
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م  أتعلَّ

في المُتغيِّر العشوائي ذي 
ين، من المُمكِن أنْ  الحدَّ
x = 0، وهذا يدلُّ  يكون 
على عدم إحراز أيِّ نجاح 
عنــد تكــرار المحاولة 

ة. n مَرَّ

 �فرز النتائج المُمكِنة في كل محاولة إلى ناتجين فقط، هما: النجاح )ظهور الصورة(، أو  2

الفشل )ظهور الكتابة(.

1
2

 �ثبات احتمال النجاح في كل محاولة، وهو  3

د من المحاولات في التجربة، وهو 5  �وجود عدد مُحدَّ 4

ين. إذن، تُمثِّل هذه التجربة العشوائية تجربة احتمالية ذات حدَّ

 إلقاء قطعتي نقد مُنتظَمتين ومتمايزتين حتّى ظهور صورتين.

دًا من المحاولات؛ لأنَّها ستستمر حتّى ظهور صورتين. لا تحوي هذه التجربة عددًا مُحدَّ

ين.  إذن، لا تُمثِّل هذه التجربة العشوائية تجربة احتمالية ذات حدَّ

  ق من فهمي أتحقَّ

ين في كلٍّ ممّا يأتي: أُبيِّن إذا كانت التجربة العشوائية تُمثِّل تجربة احتمالية ذات حدَّ

ة، ثمَّ كتابة عدد المَــرّات التي ظهر فيها العدد 1 على الوجه   �إلقــاء حجر نرد مُنتظَم 20 مَرَّ )a 

العلوي لحجر النرد.

 �اختيار 7 طلبة عشــوائيًّا من صــف روضة فيه 15 ولدًا و10 بنات، وذلك لتشــكيل فريق  )b 

لإحدى الألعاب، ثمَّ كتابة عدد البنات اللاتي وقع عليهن الاختيار.

2 ر  أُفكِّ

تُعَــدُّ التجربــة في  هــل 
 1 الفــرع 2 مــن المثال 

ر إجابتي. هندسية؟ أُبرِّ

ين، وتوزيعه الاحتمالي المُتغيِّر العشوائي ذو الحدَّ

ين، إذا دلَّ المُتغيِّر العشــوائي X على عدد مَرّات النجاح في  في التجربة الاحتمالية ذات الحدَّ
 X َّفإن ،p وكان احتمــال النجاح في كل محاولة هو ،n جميــع محاولات التجربة التي عددها

ين، ويُمكِن التعبير عنه بالرموز على النحو الآتي:  يُسمّى المُتغيِّر العشوائي ذا الحدَّ
X ~ B(n, p)

حيث n وp معاملا المُتغيِّر العشوائي.
 : ، فإنَّ المُتغيِّر X يأخذ القِيَم الآتية: n , ... ,2 ,1 ,0؛ أيْ إنَّ ومن ثَمَّ

x ∈ {0, 1, 2, …, n}
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: x ∈ {0, 1, 2, … , n}، ويعطــى التوزيــع الاحتمالــي  إذا كان: X ~ B(n, p)، فــإنَّ
للمُتغيِّر العشوائي X بالقاعدة الآتية:

P(X = r) = ( 
n
r  ) pr (1-p)n-r

حيث:
n: عدد المحاولات في التجربة. 

p: احتمال النجاح في كل محاولة. 

r: عدد المحاولات الناجحة من بين n من المحاولات.

ين التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ مفهوم أساسي

ين، فإنَّه يُمكِن إيجاد احتمال أنْ يأخذ X قيمة بعينها ضمن  رًا عشوائيًّا ذا حدَّ إذن، إذا كان X مُتغيِّ
مجموعة قِيَمه المُمكِنة باستعمال الصيغة الآتية:

م أتعلَّ

 ( nr  ) تُســتعمَل التوافيق 
لإيجــاد عــدد المَــرّات 
التــي يُمكِن بهــا اختيار 
r شــيئًا من بين n شــيئًا. 
وقد اســتُعمِلت التوافيق 
في قاعدة احتمال توزيع 
ين لإيجاد عدد  ذي الحدَّ
الطرائق المُمكِنة لاختيار 
الأماكــن التي حدث فيها 

النجاح.

إذا كان: X∼B(4, 0.3)، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

1   P(X = 2)

.n = 4, p = 0.3 :ين هما معاملا المُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ

 : ، فإنَّ ومن ثَمَّ

ين 	صيغة التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ P(X = r) = ( 
n
r

 ) pr (1-p)n-r

n = 4, r = 2, p =0.3 بتعويض	 P(X = 2) = ( 
4
2

 ) (0.3)2 (0.7)2

	باستعمال الآلة الحاسبة = 0.2646

2   P(X > 2)

P(X > 2) = P(X = 3)+P(X = 4)	صيغة الجمع للحوادث المتنافية

صيغة التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر 
ين 	العشوائي ذي الحدَّ = ( 4

3
) (0.3)3(0.7)1+ ( 4

4
) (0.3)4 (0.7)0

	باستعمال الآلة الحاسبة = 0.0837

مثال 2

م أتعلَّ

أُلاحِظ أنَّ المُتغيِّر العشوائي 
قِيَمًــا  يــن يأخــذ  ذا الحدَّ
معدودةً؛ لذا، فإنَّه يُســمّى 

رًا عشوائيًّا مُنفصِلًًا. مُتغيِّ

رموز رياضية

يُمكِن اســتعمال أيٍّ من 
الرمــوز الآتية للتعبير عن 
توافيــق n مــن العناصر 

ة: التي أُخِذ منها r كل مَرَّ
C(n, r), ( n

r ), 
n
C

r
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3   P(X ≤ 3)

مة P(X ≤ 3) = 1- P(X > 3)	احتمال المُتمِّ

P(X > 3) = P(X = 4)	 = 1-P(X = 4)

ين 	صيغة التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ = 1- ( 
4
4

 ) (0.3)4 (0.7)0

	باستعمال الآلة الحاسبة = 0.9919

  ق من فهمي أتحقَّ

إذا كان:X∼B(5, 0.1)، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

a)   P(X = 4)					     b)   P(X = 6)

c)   P(X ≤ 2)					     d)   P(X > 2)

ر  أُفكِّ

هل يُمكِن إيجاد المطلوب 
3 مــن المثال 2  في الفرع 
بطريقة أُخرى؟ إنْ وُجِدت 
طريقــة أُخــرى، فــأيُّ 
ر  أُبرِّ الطريقتيــن أســهل؟ 

إجابتي.

ين في كثير من التطبيقات الحياتية. يُمكِن استعمال توزيع ذي الحدَّ

 مثال 3 : من الحياة  

صيانة: وَفقًا لنموذج تقييم الخدمة الإلكتروني في إحدى شركات 
%75 من الزبائن عن  صيانة الأجهزة الكهربائية المنزلية، تبيَّن رضا 
مت الشركة خدماتها لـ 10 زبائن في أحد  خدمات الشركة. إذا قدَّ

الأيام، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: 

 احتمال رضا 4 زبائن فقط عن خدمات الشركة.
ين؛ لأنَّ صيانة  يُمكِن النظر إلى عملية صيانة 10 أجهزة منزلية بوصفها تجربة احتمالية ذات حدَّ
د، وهو 10، ولأنَّه  رة ومســتقلة، ولأنَّ عــدد هذه المحاولات مُحدَّ كل جهاز تُعَدُّ محاولة مُتكرِّ
يُمكِــن فرز النتائج المُمكِنة لــكل محاولة إلى ناتجين فقط، هما: النجــاح )رضا الزبون(، أو 
الفشل )عدم رضا الزبون(. وبما أنَّ احتمال رضا الزبون في كل محاولة هو 0.75، فإنَّ احتمال 

النجاح في كل محاولة ثابت، وهو 0.75

  : إذا دلَّ المُتغيِّر العشوائي X على عدد الزبائن الراضين عن خدمات الشركة، فإنَّ

X~B(10, 0.75)

1
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ر  أُفكِّ

هل يُمكِن حــلُّ الفرع 2 
مــن المثــال 3 بطريقــة 

ر إجابتي. أُخرى؟ أُبرِّ

:P(X = 4) فإنَّ احتمال رضا 4 زبائن فقط عن خدمات الشركة هو ، ومن ثَمَّ

ين 	صيغة التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ P(X = r) = ( 
n
r

 ) pr (1-p)n-r

n = 10, r = 4, p = 0.75 بتعويض	 P(X = 4) = ( 
10
4

 ) (0.75)4 (0.25)10-4

	باستعمال الآلة الحاسبة ≈ 0.0162

إذن، احتمال رضا 4 زبائن فقط عن خدمات الشركة هو 0.0162 تقريبًا.

 احتمال رضا 3 زبائن على الأقلِّ عن خدمات الشركة.

:P(X ≥ 3) إنَّ احتمال رضا 3 زبائن على الأقلِّ عن خدمات الشركة هو

مة P(X ≥ 3) = 1-P(X < 3)	احتمال المُتمِّ

	صيغة الجمع للحوادث المتنافية = 1- (P(X = 2)+P(X = 1)+P(X = 0))

	 = 1-((10
2

)(0.75)2(0.25)8+( 
10
1

 )(0.75)1 (0.25)9+(10
0

)(0.75)0(0.25)10)

	باستعمال الآلة الحاسبة ≈ 0.9996

إذن، احتمال رضا 3 زبائن على الأقلِّ عن خدمات الشركة هو 0.9996 تقريبًا.

  ق من فهمي أتحقَّ

ا للعمليات الأساســية، والمساواة،  تحتوي آلة حاســبة على 16 زِرًّ

والفاصلة العشــرية، والأعداد من 0 إلى 9. إذا أغمض أحمد عينيه، 

ة بصورة عشــوائية، فأجد كُلًّاًّ  ثــمَّ ضغط على أزرار هذه الآلة 20 مَرَّ

ممّا يأتي:

 احتمال أنْ يضغط أحمد على أزرار العمليات الحسابية الأساسية 3 مَرّات فقط. )a 

. ة واحدة على الأقلِّ  احتمال أنْ يضغط أحمد على أزرار العمليات الحسابية الأساسية مَرَّ )b 

2
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ين التوقُّع والتباين للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ

ين، فإنَّه يُمكِن إيجاد توقُّعه باستعمال الصيغة الآتية: رًا عشوائيًّا ذا حدَّ إذا كان X مُتغيِّ

 X ويعطى التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي ،x ∈ {0, 1, 2, … , n} : إذا كان: X∼B(n, p)، فإنَّ
بالقاعدة الآتية:

E(X ) = np
حيث:

n: عدد المحاولات في التجربة. 

p: احتمال النجاح في كل محاولة. 

ين التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ مفهوم أساسي

ر  أتذكَّ

يُســتعمَل كلٌّ مــن الرمز 
E(X ) والرمــز μ للدلالة 

ـر  علــى توقُّــع المُتغيّـِ
.X العشوائي

 مثال 4 : من الحياة  

صناعة دوائية: أُجرِيت دراسة على الآثار الجانبية الظاهرة على الأطفال بعد تناولهم دواءً جديدًا. 
وقد خلَصت الدراســة إلى أنَّ %10 من الأطفال الذين تناولوا هذا الدواء تظهر عليهم أعراض 
ع أنْ تظهر عليه هذه الأعراض؟  جانبية. إذا أعطى طبيبٌ هذا الدواء لـ 50 طفلًًا، فكم طفلًًا يُتوقَّ

إذا كان X يُمثِّــل عدد الأطفال الذين تظهر عليهم الأعراض الجانبية من بين الخمســين طفلًًا 
 .X∼B(50, 0.1) : الذين تناولوا الدواء، فإنَّ

، فإنَّه يُمكِن إيجــاد العدد المُتوقَّع من الأطفال الذين ســتظهر عليهم أعراض الدواء  ومــن ثَمَّ
الجانبية على النحو الآتي:

ين 	صيغة التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ E(X) = np

n = 50, p = 0.1 بتعويض	 = 50 × 0.1

	بالتبسيط = 5

إذن، يُتوقَّع أنْ تظهر الأعراض الجانبية للدواء الجديد على 5 أطفال.

  ق من فهمي أتحقَّ

ســيّارات: بعد إجراء مســح للســيّارات التي صنعتها شــركة ما، تبيَّن أنَّ في %5 منها عطلًًا 
ميكانيكيًّا. إذا استورد وكيل للشركة في إحدى الدول 1000 سيّارة، فأجد عدد السيّارات التي 

ع أنْ يظهر فيها هذا العطل. يُتوقَّ
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تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ تباين المُتغيِّر العشــوائي X هو مقياس لتشــتُّت قِيَم X عن وسطها الحسابي 
 .σ2 أو الرمز ،Var(X) وأنَّه يُرمَز إليه بالرمز ،E(X)

ين، فإنَّه يُمكِن إيجاد تباينه باستعمال الصيغة الآتية: رًا عشوائيًّا ذا حدَّ ، إذا كان X مُتغيِّ ومن ثَمَّ

 X ويعطى التباين للمُتغيِّر العشوائي ،x ∈ {0, 1, 2, … , n} : إذا كان: X∼B(n, p)، فإنَّ
بالقاعدة الآتية:

Var(X ) = σ2 = np(1-p)
حيث:

n: عدد المحاولات في التجربة. 

p: احتمال النجاح في كل محاولة. 

ين التباين للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ مفهوم أساسي

ر  أتذكَّ

يُرمَــز إلــى الانحــراف 
σ، وهو  المعياري بالرمز 

الجذر التربيعي للتباين.

ر  أتذكَّ

	Var(X) = E(X 2)- (E(X ))2

= ∑ (x2·P(x))-(E(X ))2

إذا كان: X~B(20, 0.7)، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

.E(X ) ع  التوقُّ

ين 	صيغة التوقُّع للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ E(X ) = np

n = 20, p = 0.7 بتعويض	 = 20 × 0.7

	بالتبسيط = 14

.Var(X) التباين 

ين 	صيغة التباين للمُتغيِّر العشوائي ذي الحدَّ Var(X ) = np(1-p)

n = 20, p = 0.7 بتعويض	 = 20(0.7)(0.3)

	بالتبسيط = 4.2

  ق من فهمي أتحقَّ

X~B(400, 3، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:
8

إذا كان: ( 

.Var(X) التباين  )b  			  .E(X ) التوقُّع  )a 

مثال 5

1

2
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الوحدة 5

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

ين في كلٍّ ممّا يأتي: أُبيِّن إذا كانت التجربة العشوائية تُمثِّل تجربة احتمالية ذات حدَّ

ة، ثمَّ تسجيل عدد مَرّات ظهور الكتابة.  إلقاء قطعة نقد 80 مَرَّ 1 

ة، ثمَّ كتابة عدد المَرّات التي ظهر فيها العدد 4 على الوجه العلوي لحجر النرد.  إلقاء حجر نرد مُنتظَم 20 مَرَّ 2 

ة. ل مَرَّ ر نحو هدف، ثمَّ التوقُّف عند إصابته أوَّ  إطلاق أسهم بشكل مُتكرِّ 3 

ين، وكان معاملاه: n = 17, p = 0.64، فأُعبِّر عن هذا المُتغيِّر بالرموز. رًا عشوائيًّا ذا حدَّ  إذا كان X مُتغيِّ 4 

ب إجابتي إلى أقرب 3 منازل عشرية: إذا كان: X∼B(10, 0.2)، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي، وأُقرِّ

5   P(X = 2)	 6   P(X = 5)	 7   P(X < 3)

8   P(X ≤ 7)	 9   P(X ≥ 2)	 10   P(2 < X ≤ 8) 

X∼B(3, 2، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:
3

إذا كان: ( 

11   P(X = 1)	 12   P(X > 1)	 13   P(0 ≤ X < 2)

طيران: يواجه الطيّــارون صعوبة في الرؤية باحتمــال 0.25 عند الهبوط 
بالطائرات في أحد المطارات خلال فصل الشــتاء بســبب سوء الأحوال 

ة في هذا المطار شتاءً، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: الجوية. إذا هبط طيّار 20 مَرَّ

 احتمال أنْ يواجه الطيّار صعوبة في الرؤية خلال عملية الهبوط في 3 مَرّات فقط.  14 

.  احتمال أنْ يواجه الطيّار صعوبة في الرؤية خلال عملية الهبوط في 3 مَرّات على الأقلِّ 15 

 احتمال أنْ يواجه الطيّار صعوبة في الرؤية خلال عملية الهبوط في المَرّات جميعها. 16 

 العدد المُتوقَّع من المَرّات التي سيواجه فيها الطيّار صعوبة في الرؤية خلال عملية الهبوط. 17 
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ع والتباين لكل مُتغيِّر عشوائي ممّا يأتي: أجد التوقُّ

18   X∼B(5, 0.1)					     19   X∼B(20, 3
8

 )

ر  إذا كان احتمال إصابة شــخص ما بأعراض جانبية بعد أخذه مطعومًا مُعيَّناً هو %12، وقرَّ
طبيب إعطاء 50 شخصًا هذا المطعوم، ودلَّ المُتغيِّر العشوائي X على عدد الأشخاص الذين 

ستظهر عليهم أعراض المطعوم الجانبية، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: 

نْ أخذوا المطعوم.   احتمال ظهور الأعراض الجانبية على 3 أشخاص فقط مِمَّ 20 

 العدد المُتوقَّع للأشخاص الذين ستظهر عليهم أعراض المطعوم الجانبية. 21 

.X التباين للمُتغيِّر العشوائي  22 

 �اتصالات: بعد إجراء مســح لمشتركي إحدى شركات الاتصالات، تبيَّن أنَّ 30% من المشتركين هم من الإناث. إذا  23 

مها الشركة، فأجد عدد الإناث المُتوقَّع في  اختير 400 مشــترك عشوائيًّا لاســتطلاع آرائهم حيال الخدمات التي تُقدِّ
هذه العيِّنة.  

.P(X ≥ 6) فأجد ،E(X) = 1.4, Var(X) = 1.12 :وكان ،X~B(n, p) :إذا كان�  24 

مهارات التفكير العليا

ر إجابتي. P(X ≥ 1) = 215، فأجد P(X = 2)، وأُبرِّ
216

 تبرير: إذا كان: X~B(3, p)، وكان:  25 

ر إجابتي.  تبرير: إذا كان: X∼B(100, p)، وكان التباين للمُتغيِّر العشوائي X هو 24، فأجد قيمة p، وأُبرِّ 26 

: يتألَّف اختبار لمبحث الجغرافيا من 25 ســؤالًًا، جميعها من نوع الاختيار   �تحــدٍّ 27 

د، ولكلٍّ منها 4 بدائل، واحد منها فقط صحيح، ولكل فقرة 4 علامات.  من مُتعــدِّ
إذا أجاب رامي عن هذه الأسئلة جميعها بصورة عشوائية، فما احتمال أنْ يحصل 

على علامة 76 من 100؟ 
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الدرس

3
ف منحنى التوزيع الطبيعي، وخصائصه.  تعرُّ · 	  فكرة الدرس � 

 إيجاد احتمالات المُتغيِّر العشوائي الطبيعي باستعمال القاعدة التجريبية. · 			 

	�المنحنــى الطبيعي، القاعدة التجريبية، المُتغيِّر العشــوائي المتصل، المُتغيِّر العشــوائي المُنفصِل،   المصطلحات � 
التوزيع الطبيعي.

	�إذا كان الزمن الذي يســتغرقه شــحن سمّاعة لاسلكية شــحناً كاملًًا يتبع   مسألة اليوم � 
توزيعًا طبيعيًّا، وســطه الحسابي 90 دقيقة، وانحرافه المعياري 10 دقائق، 

فما احتمال أنْ تكتمل عملية الشحن في أقلَّ من 80 دقيقة؟

المنحنى الطبيعي

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ البيانات العددية هي بيانات يُمكِن رصدهــا في صورة أعداد، ويُمكِن أيضًا 

ا وتنازليًّا.  قياسها، وإجراء العمليات الحسابية عليها، وترتيبها تصاعديًّ

تُصنَّف البيانات العددية إلــى نوعين، هما: البيانات المُنفصِلــة، والبيانات المتصلة. ويُمكِن 

استعمال المدرجات التكرارية لتمثيل البيانات العددية المتصلة بيانيًّا.

التوزيع الطبيعي
Normal Distribution

ر  أتذكَّ

البيانات العددية المُنفصِلة 
هي بيانات تأخذ قِيَمًا قابلةً 
، مثل: عدد الإخوة،  للعدِّ
وعدد الكتب. أمّا البيانات 
العدديــة المتصلــة فهي 
قِيَمها المُمكِنة غير  بيانات 
، لكنَّهــا قابلة  قابلــة للعدِّ
للقيــاس، مثــل: الطول، 

ــروا والكتلة. ــن اختي ــخاص الذي ــن الأش ــة م ــل مجموع ــة كت ــة الآتي ــات التكراري ــن المدرج تُبيِّ
ــا: ــة م ــن مدين ــوائيًّا م عش

50 100 150

n = 100

60 100 140

n = 1000

1601208040 60 100 140

n = 10000

1601208040
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أُلاحِــظ أنَّ زيادة حجم العيِّنــة، وتقليص أطوال الفئــات، يجعلان المــدرج التكراري أكثر 
تناســقًا وقربًا مــن المنحنى المرســوم باللون الأحمــر، الذي يُســمّى المنحنــى الطبيعي 
(normal curve). يُستعمَل المنحنى الطبيعي لنمذجة البيانات العددية المتصلة التي تُختار 

عشوائيًّا في كثير من المواقف الحياتية.

ــر  بوجه عام، فإنَّ للمنحنى الطبيعي خصائص تُميِّزه عن غيره من المنحنيات الأخُرى؛ ما يُفسِّ
سبب استعماله كثيرًا في التطبيقات الحياتية والعلمية المختلفة.

م  أتعلَّ

يجــب أنْ يكــون عــدد 
ا لكي  البيانات كبيــرًا جدًّ
يَتَّخِذ تمثيلها البياني شكل 

المنحنى الطبيعي.

يمتاز المنحنى الطبيعي بالخصائص الآتية:

منحنى متصل له شكل الجرس.·	

طها البيانات.·	 تطابق الوسط الحسابي والوسيط والمنوال، وتوسُّ

تماثل البيانات حول الوسط الحسابي.·	

ه.·	 اقتراب المنحنى عند طرفيه من المحور x من دون أنْ يمسَّ

المساحة الكلية أسفل المنحنى هي 1.·	

خصائص المنحنى الطبيعي مفهوم أساسي

 σ والانحراف المعياري ،μ يعتمد شــكل المنحنى الطبيعي وموقعه على الوســط الحســابي
للبيانات. فمثلًًا، في الشــكل (a) التالي، يُمكِن ملاحظة أنَّ التغيُّر في الوسط الحسابي يؤدّي 
إلى انسحاب أُفقي للمنحنى الطبيعي. أمّا في الشكل (b) فيُلاحَظ أنَّ زيادة الانحراف المعياري 

عًا. تجعل المنحنى الطبيعي أكثر انتشارًا وتوسُّ

-1 0 1 X2 3 4

(a) (b)

-2-4-6 0 X2 4 6

µ = 0, σ = 1
µ = 0, σ = 1

µ = 3, σ = 1

µ = 0, σ = 2

م  أتعلَّ

 (a) أُلاحِظ من الشــكل 
أنَّ زيادة الوسط الحسابي 
3 تســبَّبت في  0 إلى  من 
انســحاب المنحنى إلى 
اليميــن 3 وحدات، علمًا 
بأنَّ σ مُتســاوِية، في حين 
أنَّ زيــادة الانحــراف 
المعيــاري مــن 1 إلى 2 
(b) أدَّت إلى  في الشكل 
أُفقيًّا، من  ع المنحنى  توسُّ
دون أنْ يُؤثِّــر ذلــك في 

مركز البيانات.
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الوحدة 5

تُمثِّل المساحة التي تقع بين قيمتين من البيانات أسفل المنحنى الطبيعي النسبة المئوية للبيانات 

الواقعة بين هاتين القيمتين، ويُمكِن اســتعمال القاعــدة التجريبية (empirical rule) الآتية 

لتحديد المساحة التي تقع بين بعض قِيَم من البيانات أسفل المنحنى الطبيعي: 

 ،μ إذا اتَّخذت مجموعة من البيانات شــكل المنحنى الطبيعي، وكان وســطها الحسابي
: وانحرافها المعياري σ، فإنَّ

µ -3σ µ -2σ µ +2σ µ +3σ

0.15%0.15% 2.35%2.35%

13.5%34%

99.7%

95%

68%

34%13.5%

µ -σ µ +σµ

ـــات ·	 ـــن البيان ـــن μ-σ و μ+σ؛ أيْ إنَّ %68 م ـــع بي ـــا تق ـــات تقريبً ـــن البيان %68 م

ــراف  ــة الانحـ ــى قيمـ ــابي علـ ــط الحسـ ــن الوسـ ــا وبيـ ــد بينهـ ــد البُعْـ لا يزيـ
المعيـــاري.

ــن ·	 ــن μ-2σ و μ+2σ؛ أيْ إنَّ %95 مـ ــع بيـ ــا تقـ ــات تقريبًـ ــن البيانـ %95 مـ

البيانـــات لا يزيـــد البُعْـــد بينهـــا وبيـــن الوســـط الحســـابي علـــى مثلـــي قيمـــة 
ــاري. ــراف المعيـ الانحـ

ـــن ·	 ـــن μ-3σ و μ+3σ؛ أيْ إنَّ %99.7 م ـــع بي ـــا تق ـــات تقريبً ـــن البيان %99.7 م

ـــال  ـــة أمث ـــى ثلاث ـــابي عل ـــط الحس ـــن الوس ـــا وبي ـــد بينه ـــد البُعْ ـــات لا يزي البيان
ـــاري. ـــراف المعي ـــة الانح قيم

القاعدة التجريبية مفهوم أساسي
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إذا اتَّخـذت علامـات بعض الطلبة شـكل المنحنـى الطبيعي في أحـد الاختبـارات، فأجد كُلًّاًّ 
ممّـا يأتي: 

 النسبة المئوية للعلامات التي تقع فوق الوسط الحسابي.

بما أنَّ المنحنــى الطبيعــي مُتماثلِ حول 
الوسط الحسابي، فإنَّ %50 من العلامات 
تقع فوق الوسط الحسابي كما في الشكل 

المجاور.

 �النسبة المئوية للعلامات التي لا يزيد البُعْد بينها وبين الوسط الحسابي على انحراف معياري 
واحد. 

%68 هي النســبة المئويــة للعلامات التي 

البُعْد بينها وبين الوســط الحسابي  لا يزيد 
على انحراف معياري واحد كما في الشكل 

المجاور.

 �النســبة المئوية للعلامات التي تزيد على الوســط الحســابي بمقدار لا يزيد على انحرافين 
معياريين. 

بما أنَّ %95 من المُشاهَدات في المنحنى 
الطبيعي تقع بيــن μ-2σ و μ+2σ، وأنَّ 
المنحنــى الطبيعي مُتماثلِ حول الوســط 
الحســابي، فــإنَّ %47.5 مــن العلامات 
تزيد على الوسط الحسابي بمقدار لا يزيد 
على انحرافين معياريين كما في الشــكل 

المجاور. 

مثال 1

µ

50%

1

34%34%

µ µ + σµ - σ

2

µ µ + 2σ

47.5%

3
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الوحدة 5

 �النسبة المئوية للعلامات التي تزيد على الوسط الحسابي بمقدار لا يزيد على انحراف معياري 
واحد، أو تقلُّ عنه بمقدار لا يزيد على انحرافين معياريين.

بما أنَّ %47.5 من العلامات تقلُّ عن الوسط 
الحســابي بمقدار لا يزيد علــى انحرافين 
معيارييــن، وأنَّ %34 مــن العلامات تزيد 
على الوسط الحســابي بمقدار لا يزيد على 
انحــراف معياري واحد، فــإنَّ %81.5 من 
العلامات تقــع بين μ - 2σ و μ + σ كما 

في الشكل المجاور.

  ق من فهمي أتحقَّ

إذا اتَّخذ التمثيل البياني لأطوال مجموعة من طلبة الصف السابع شكل المنحنى الطبيعي، فأجد 
كُلًّاًّ ممّا يأتي:

 النسبة المئوية للطلبة الذين تقع أطوالهم فوق الوسط الحسابي.  )a 

 �النســبة المئوية للطلبة الذين لا يزيد البُعْد بين أطوالهم والوســط الحسابي على انحراف  )b 

معياري واحد.

 �النســبة المئوية للطلبة الذين تقلُّ أطوالهم عن الوســط الحســابي بمقــدار لا يزيد على  )c 

انحرافين معياريين.

 �النســبة المئوية للطلبة الذين تقلُّ أطوالهم عن الوسط الحسابي بمقدار لا يزيد على ثلاثة  )d 

انحرافات معيارية، أو تزيد عليه بمقدار لا يزيد على انحرافين معياريين.

µ µ + σµ - 2σ

47.5% 34%

4

المُتغيِّر العشوائي الطبيعي، والتوزيع الطبيعي

تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ المُتغيِّر العشوائي هو مُتغيِّر تعتمد قِيَمه على نواتج تجربة عشوائية.

 (discrete  يوجــد نوعان مــن المُتغيِّرات العشــوائية، هما: المُتغيِّر العشــوائي المُنفصِــل
.(continuous random variable) والمُتغيِّر العشوائي المتصل ،random variable)
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المُتغيِّر العشوائي المُنفصِل هو مُتغيِّر عشوائي يأخذ قِيَمًا معدودةً.·	

مثال: عدد السيّارات التي ستمرُّ أمام إحدى المدارس خلال الساعة القادمة.

876543210

المُتغيِّر العشوائي المتصل هو مُتغيِّر عشوائي يأخذ قِيَمًا متصلةً ضمن فترة مُعيَّنة من ·	
الأعداد الحقيقية.

ل سيّارة ستمرُّ أمام إحدى المدارس خلال الساعة القادمة. مثال: سرعة أوَّ

806040200

المُتغيِّرات العشوائية المتصلة والمُنفصِلة مفهوم أساسي

م  أتعلَّ

يُعَــدُّ كلٌّ مــن المُتغيِّــر 
العشــوائي الهندســي 
والمُتغيِّر العشــوائي ذي 
رًا عشــوائيًّا  ين مُتغيِّ الحدَّ
مُنفصِــاً؛ لأنَّ كُلًّاًّ منهما 
قِيَمًا معدودةً، مثل:  يأخذ 
عدد مَرّات إصابة الهدف، 

وعدد السيّارات.

إذا ارتبــط المُتغيِّر العشــوائي المتصل X بتجربة عشــوائية اتَّخذ تمثيل بياناتها البياني شــكل 

رًا عشــوائيًّا طبيعيًّا، ويُســمّى توزيعه الاحتمالي التوزيع  المنحنى الطبيعي، فإنَّه يُســمّى مُتغيِّ

الطبيعي )normal distribution(، ويُمكِن التعبير عنه بالرموز على النحو الآتي:

X ∼ N (μ, σ2 )

حيث:

μ: الوسط الحسابي.

 σ: الانحراف المعياري.

تعلَّمْـتُ فـي المثـال السـابق أنَّ المسـاحة الواقعـة بيـن قيمتين مـن البيانـات أسـفل المنحنى 
الطبيعـي تُمثِّـل النسـبة المئوية للبيانـات الواقعة بين هاتين القيمتين. وبما أنَّ المسـاحة أسـفل 
المنحنـى الطبيعـي هـي 1، فإنَّـه يُمكِن إيجـاد احتمال بعـض قِيَـم المُتغيِّر العشـوائي الطبيعي 
باسـتعمال القاعـدة التجريبيـة، بافتـراض أنَّ المسـاحة أسـفل المنحنـى كاملـة تُمثِّـل احتمال 

الحـادث الأكيد.

م  أتعلَّ

يُرمَز إلى التوزيع الطبيعي 
بالحرف N؛ وهو الحرف 
الكلمــة  مــن  ل  الأوَّ
 )Normal( الإنجليزيــة

التي تعني طبيعي.

ر  أتذكَّ

لأيِّ حادث A في الفضاء 
العيني لتجربة عشــوائية، 

.0 ≤ P(A) ≤ 1 : فإنَّ
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الوحدة 5

إذا كان: X~N(20, 4)، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

1   P(X > 20)

بما أنَّ الوسط الحسابي هو 20، والمنحنى 
الطبيعي مُتماثلِ حول الوســط الحسابي، 
 P(X > 20) = P(X > μ) = 0.5  : فإنَّ

كما في الشكل المجاور.

2   P(18 < X < 22)

تبعد كلٌّ من القيمة 18 والقيمة 22 انحرافًا 
ا واحدًا عن الوسط الحسابي. وبما  معياريًّ
أنَّ %68 مــن البيانات لا يزيــد بُعْدها عن 
الوسط الحســابي بمقدار قيمة الانحراف 

 : المعياري، فإنَّ

.P(18 < X < 22) = P(μ-σ < X < μ + σ) = 0.68

3   P(X > 22)

ا  بمــا أنَّ القيمــة 22 تبعد انحرافًــا معياريًّ
واحدًا عن الوسط الحسابي، فإنَّ المطلوب 
هو إيجاد احتمال القِيَم التي يزيد بُعْدها عن 
الوسط الحسابي بمقدار يزيد على انحراف 

معياري واحد.

: ق ذلك، فإنَّ وبما أنَّ %16 من البيانات تُحقِّ

.P(X > 22) = P(X > μ+σ) = 0.16

  ق من فهمي أتحقَّ

إذا كان: X~N(55, 121)، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

a)   P(X < 55)			   b)   P(55 < X < 66)		  c)   P(X > 77)

مثال 2

X20

X20 22 24 26181614

X20 22 24 26181614

م  أتعلَّ

σ2 = 4، فــإنَّ  بمــا أنَّ 
σ = 2؛ أيْ إنَّ الانحراف 

المعياري لهــذا التوزيع 
الطبيعي هو 2.

م  أتعلَّ

نسبة %16 ناتجة من: 
13.5% + 2.35% 

+ 0.15%

أو من: 34% - 50%.
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م  أتعلَّ

في ما يختــصُّ بالتوزيع 
الطبيعــي، فــإنَّ إشــارة 
المســاواة لا تُؤثِّر في قِيَم 

: الاحتمال؛ أيْ إنَّ
.P(X ≤ a) = P(X < a)

يُمكِن استعمال التوزيع الطبيعي لنمذجة كثير من المواقف الحياتية، وإيجاد احتمالات مُرتبطِة 
بها باستعمال القاعدة التجريبية.

 مثال 3 : من الحياة  

صناعــة: إذا دلَّ المُتغيِّــر العشــوائي X على طــول قُطْر برغي 

 ،X∼N(7, 0.12 ) :بالملّيمتــر( تُنتجِه آلة في مصنع، حيــث(

فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:
1   P(X > 7)

بما أنَّ الوسط الحسابي هو 7، والمنحنى 
الطبيعي مُتماثلِ حول الوسط الحسابي، 
 P(X > 7) = P(X > μ) = 0.5  : فإنَّ

كما في الشكل المجاور.

2   P(6.9 < X < 7.1)

ا واحدًا عن الوسط الحسابي. تبعد كلٌّ من القيمة 6.9 والقيمة 7.1 انحرافًا معياريًّ

وبما أنَّ %68 من البيانات تبعد عن الوسط 
الحســابي بمقدار أقلَّ من قيمة الانحراف 

 : المعياري، فإنَّ

.P(6.9 < X < 7.1) =  P(μ-σ < X < μ + σ) = 0.68

  ق من فهمي أتحقَّ

صناعة: إذا دلَّ المُتغيِّر العشوائي X على طول قُطْر رأس مِثْقب )بالملّيمتر( تُنتجِه آلة في مصنع، 
حيث: X∼N(30, 0.42 )، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

a)   P(X > 30)					     b)   P(29.6 < X < 30.4) 

c)   P(29.2 < X < 30)				   d)   P(29.2 < X < 30.4)

X7

X7 7.16.9
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الوحدة 5

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

إذا اتَّخذت علامات الطلبة في اختبار لمبحث التاريخ شكل المنحنى الطبيعي، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: 

 النسبة المئوية للعلامات التي تقع فوق الوسط الحسابي. 1 

 النسبة المئوية للعلامات التي لا يزيد البُعْد بينها وبين الوسط الحسابي على انحراف معياري واحد.  2 

 النسبة المئوية للعلامات التي تزيد على الوسط الحسابي بمقدار لا يزيد على انحرافين معياريين. 3 

 �النســبة المئوية للعلامات التي تزيد على الوسط الحســابي بمقدار لا يزيد على انحراف معياري واحد، أو تقلُّ عنه  4 

بمقدار لا يزيد على ثلاثة انحرافات معيارية.

د النسبة المئوية لمساحة المنطقة المُظلَّلة أسفل كل توزيع طبيعي ممّا يأتي: أُحدِّ

5  					      		  6  

  

X
µ -

 σ
µ

µ -
 3σ

		    

µ

µ -
 σ

µ +
 σ

µ -
 2σ

µ +
 2σ X

7  					      		  8  

  

µ

µ +
 σ

µ +
 2σ X

		    
µ -

 σ
µ +

 σ

µ -
 2σ

µ +
 2σ Xµ

 �يُمثِّل كلٌّ من المنحنيين في الشكل المجاور توزيعًا طبيعيًّا. أُقارِن  9 

بين هذين التوزيعين من حيث  قِيَم الوسط الحسابي، والانحراف 
المعياري.

A

B

2118151296
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إذا كان: X~N(79, 144)، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

10   P(X < 79)			   11   P(67 < X < 91)			   12   P(X > 91)

13   P(X > 103)			   14   P(43 < X < 115)			  15   P(X < 43)

لت دراســة إلى أنَّ أطوال النســاء في إحدى المدن تتبع توزيعًا طبيعيًّا، وسطه الحسابي cm 167، وانحرافه  أطوال: توصَّ
المعياري cm 8. إذا اختيرت امرأة عشوائيًّا، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: 

167 cm احتمال أنْ يكون طول المرأة أقلَّ من  16 

167 cm 159 و cm احتمال أنْ يتراوح طول المرأة بين�  17 

175 cm 151 و cm احتمال أنْ يتراوح طول المرأة بين�  18 

 ،50 kg صناعة: يُنتجِ مصنعٌ أكياسَ أسمنت تتبع كتلها توزيعًا طبيعيًّا، وسطه الحسابي
وانحرافه المعياري kg 2. إذا اختير كيس أسمنت عشوائيًّا، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

54 kg احتمال أنْ تكون كتلة الكيس أكثر من  19 

52 kg 44 و kg احتمال أنْ تتراوح كتلة الكيس بين  20 
`

مهارات التفكير العليا

 .� t 2 مُتغيِّر عشوائي طبيعي، وسطه الحسابي 4، وانحرافه المعياري X~N(42, t2 ) َّأكتشف الخطأ: قال يوسف: �إن�  21 

حه. أكتشف الخطأ في قول يوسف، ثمَّ أُصحِّ

 �تبرير: يدلُّ المُتغيِّر العشوائي X∼N(100, σ2 ) على أطوال الأفاعي )بالسنتيمتر(  22 

 ،107 cm 93 و cm في أحد مجتمعاتها. إذا كانت أطوال %68 منها تتراوح بين
ر إجابتي. فأجد σ2، وأُبرِّ

 ،P(X ≤ μ+a) = 0.23 :وكان  ،σ وانحرافه المعياري ،μ مُتغيِّرًا عشوائيًّا طبيعيًّا، وسطه الحسابي X تبرير: إذا كان�  23 

فما قيمة P(μ-a ≤ X ≤ μ+a)؟

: تتبع العلامات في أحد الاختبارات توزيعًا طبيعيًّا، وســطه الحسابي 68، وانحرافه المعياري 15. إذا لم ينجح   �تحدٍّ 24 

في الاختبار %16 من الطلبة، فأجد علامة النجاح.
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الدرس

4
ف التوزيع الطبيعي المعياري، وخصائصه.  تعرُّ · 	  فكرة الدرس � 

 إيجاد احتمالات المُتغيِّر العشوائي الطبيعي المعياري باستعمال الجدول. · 			 

التوزيع الطبيعي المعياري. 	 المصطلحات � 

	�أَجْرت وكالة فضاء اختبارًا دقيقًا لحركة الأقمار الصناعية   مسألة اليوم � 
ن قيــاس انحراف كل قمر عن مداره  حول الأرض، تضمَّ
المثالي. وقد تبيَّن أنَّ هذه الانحرافات تتبع توزيعًا طبيعيًّا، 
وسطه الحســابي km 0، وانحرافه المعياري 1. إذا اختير 
قمر صناعي عشــوائيًّا، فما احتمال أنْ يكون انحرافه عن 

مداره أكثر من km 0.8؟

التوزيع الطبيعي المعياري
Standard Normal Distribution

م  أتعلَّ

يُســتعمَل الحرف X عادةً 
للدلالــة علــى المُتغيِّــر 
العشــوائي الطبيعــي، 
 Z ويُســتعمَل الحــرف 
للدلالــة علــى المُتغيِّــر 
العشــوائي الطبيعــي 

المعياري. 

التوزيع الطبيعي المعياري

يُطلَق على التوزيع الطبيعي الذي وســطه الحســابي 0، وانحرافه المعياري 1 اســم التوزيع 
الطبيعــي المعيــاري (standard normal distribution)، ويُمكِن التعبيــر عن المُتغيِّر 

العشوائي الطبيعي المعياري بالرموز على النحو الآتي:   

Z ∼ N(0, 1)

يُبيِّــن الشــكل المجــاور منحنــى التوزيع 
الطبيعي المعياري المُتماثلِ حول الوســط 

الحسابي 0. 

تُمثِّل مساحة المنطقة المُظلَّلة احتمال قِيَم المُتغيِّر العشوائي الطبيعي المعياري Z التي تقلُّ عن 
 .P(Z ≤ z) أو ،z أو تساوي( القيمة المعيارية(

P(Z ≤ z)

z Z0
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إذن، P(Z < z) تســاوي المســاحة إلى يســار القيمة المعيارية z، وهي المساحة التي يُمكِن 
إيجادها باستعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري.

ل من  يُبيِّن الشكل التالي جزءًا من جدول التوزيع الطبيعي المعياري الذي يحتوي فيه العمود الأوَّ
ل على منزلة  جهة اليسار على منزلة أجزاء العشرة في قيمة z المعيارية، ويحتوي فيه الصف الأوَّ
أجــزاء المئة في قيمة z المعيارية، وتُمثِّل القيمــة المُقابلِة لكلٍّ من هاتين القيمتين في الجدول 
 .P(Z < z) المعيارية، أو z المســاحة أسفل المنحنى الطبيعي المعياري التي تقع يســار قيمة
فمثلًًا، لإيجاد المســاحة أســفل المنحنى الطبيعي المعياري التي تقع يســار z = 0.35، أجد 
ل، وهذه القيمة تساوي  ل، و 0.05 في الصف الأوَّ القيمة المُقابلِة لكلٍّ من 0.3 في العمود الأوَّ

.P(Z < 0.35)

م  أتعلَّ

عنــد اســتعمال المُتغيِّر 
 ،X العشــوائي المتصــل
فإنَّ إشــارة المســاواة لا 
تُؤثِّر فــي قيمة الاحتمال؛ 
لأنَّ المساحة )الاحتمال( 
أســفل نقطة واحدة على 
المنحنى هي صفر. فمثلًًا:
.P(X ≤ x) = P(X < x)

م  أتعلَّ

تُعَــدُّ القاعــدة المجاورة 
نتيجــةً لتماثــل منحنى 
التوزيــع الطبيعــي حول 

الوسط الحسابي.

جدول التوزيع الطبيعي المعياري

0.35

0.6368

Z

ملحوظة: توجد نسخة كاملة من جدول التوزيع الطبيعي المعياري في الملحق المُرفَق بنهاية الكتاب.

يُبيِّن الجدول الســابق احتمال القِيَم التي تقلُّ عن )أو تســاوي( القيمة المعيارية z، ويُمكِن أيضًا 
إيجاد احتمال القيمة التي تزيد على )أو تســاوي( القيمة المعيارية (z-) من الجدول مباشرة؛ لأنَّ 
مســاحة المنطقة أســفل منحنى التوزيع الطبيعي التي تقع يمين القيمة المعيارية (z-) مُساوِية 

 .(z) لمساحة المنطقة أسفل منحنى التوزيع الطبيعي التي تقع يسار القيمة المعيارية

P(Z > -z) = P(Z < z)

P(Z < z)

z Z0

P(Z > -z)

-z 0 Z
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الوحدة 5

أجد كُلًّاًّ ممّا يأتي باستعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

1   P(Z < 1.34)

	باستعمال الجدول P(Z < 1.34) = 0.9099

2   P(Z > -2.01)

P(Z > -2.01) = P(Z < 2.01)باستعمال الخصائص

0.9778 =باستعمال الجدول

  ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ ممّا يأتي باستعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

a)   P(Z < 0.69)				    b)   P(Z < 3.05)

c)   P(Z > -1.67)				    d)   P(Z > -2.88) 

مثال 1

يُمكِن استعمال الخصائص الأساســية للتوزيع الطبيعي، إضافةً إلى الجدول، لإيجاد احتمال 
القِيَم التي تزيد على )أو تساوي( القيمة المعيارية z، أو احتمال القِيَم التي تقلُّ عن )أو تساوي( 

مة الحادث: القيمة المعيارية ) z-(، وذلك باستعمال مُتمِّ

	· P(Z > z) = 1 - P(Z < z)

0 z Z

P(Z > z)

	· P(Z < -z) = 1 - P(Z < z)

0-z Z

P(Z < -z)

م  أتعلَّ

تُعَدُّ القاعدتان المجاورتان 
صحيحتين؛ لأنَّ المساحة 
أســفل المنحنى الطبيعي 
المعيــاري كاملــة هي 1، 
ولأنَّهــا تُمثِّــل احتمــال 

الحادث الأكيد.

م  أتعلَّ

يحتوي جــدول التوزيع 
الطبيعي على احتمالات 
z الموجبة  قِيـَـم  تُقابـِـل 
ل  فقط؛ لذا، يجب أنْ أُحوِّ
جميع قِيَم z الســالبة إلى 

ما يُقابلِها من قِيَم موجبة.
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أجد كُلًّاًّ ممّا يأتي باستعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

1   P(Z > 1.25)

	باستعمال الخصائص P(Z > 1.25) = 1 - P(Z < 1.25)

	باستعمال الجدول = 1 - 0.8944

	بالتبسيط = 0.1056

2   P(Z < -0.62)

	باستعمال الخصائص P(Z < -0.62) = 1 - P(Z < 0.62)

	باستعمال الجدول = 1 - 0.7324

	بالتبسيط = 0.2676

  ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ ممّا يأتي باستعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

a)   P(Z > 2.56)				    b)   P(Z > 1.01)

c)   P(Z < -0.09)				    d)   P(Z < -1.52)

مثال 2

يُمكِن أيضًا استعمال الخصائص الأساسية للتوزيع الطبيعي، لإيجاد احتمال القِيَم التي تقع بين 
قيمتين معياريتين، وذلك بطرح احتمال القيمة المعيارية الصغرى من احتمال القيمة المعيارية 

الكبرى:

	· P(z
1
 < Z < z

2
 ) = P(Z < z

2
 ) - P(Z < z

1
 )

0 z
1

z
2 Z

P(z
1
< Z < z

2 
)
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الوحدة 5

أجد كُلًّاًّ ممّا يأتي باستعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

1   P(0.47 < Z < 1.1)

	باستعمال الخصائص P(0.47 < Z < 1.1) = P(Z < 1.1) -P(Z < 0.47)

	باستعمال الجدول = 0.8643 - 0.6808

	بالتبسيط = 0.1835

2   P(-1.5 < Z < 2.34)

P(-1.5 < Z < 2.34) = P(Z < 2.34) - P(Z < -1.5)	باستعمال الخصائص

	باستعمال الخصائص = P(Z < 2.34)-(1-P(Z<1.5))

	باستعمال الجدول = 0.9904 - (1-0.9332)

	بالتبسيط = 0.9236

  ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلًّاًّ ممّا يأتي باستعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

a)   P(0 < Z < 0.33)				    b)   P(-1 < Z < 1.25)

مثال 3

: إذا كان: Z∼N(0, 1)، فإنَّ

1   P(Z > z) = 1- P(Z < z)

2   P(Z < -z) = 1- P(Z < z)

0-z Z

0 z Z

إيجاد احتمال المُتغيِّر العشوائي الطبيعي المعياري ص المفهوم مُلخَّ

ص للحالات المذكورة في الأمثلة السابقة: في ما يأتي مُلخَّ
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3   P(Z > -z) = P(Z < z)

4   P(z
1
 < Z < z

2
 ) = P(Z < z

2
 ) - P(Z < z

1 
)

0 z
1

z
2 Z

0-z Z

إيجاد احتمال المُتغيِّر العشوائي الطبيعي المعياري )يتبع( ص المفهوم مُلخَّ

إيجاد قيمة المُتغيِّر العشوائي إذا عُلمِ الاحتمال

تعلَّمْتُ في الأمثلة الســابقة إيجاد احتمال المُتغيِّر العشــوائي المعياري، لكنَّ الاحتمال قد يكــون معلومًا في بعض الأحيان، 
وتكون قِيَم المُتغيِّر العشــوائي Z هي المجهولة. وفي هذه الحالة، يُمكِن اســتعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري بطريقة 

ق الاحتمال. عكسية، وذلك بإيجاد قيمة z التي تُحقِّ

أجد قيمة a التي تُحقِّق الاحتمال المُعطى في كلٍّ ممّا يأتي:

1   P(Z < a) = 0.8212

أُلاحِــظ أنَّ الاحتمال المُعطى يُمثِّل المســاحة التي تقع يســار القيمة المعيارية a أســفل منحنــى التوزيع الطبيعي 
المعياري. وبما أنَّ قيمة الاحتمال أكثر من 0.5، فهذا يعني 

أنَّ قيمة a موجبة، وأنَّه يُمكِن استبدال القيمة z بها. 

، فإنَّ الاحتمال يُمثِّل المســاحة التي تقع يســار  ومــن ثَمَّ
القيمة z أســفل منحنى التوزيع الطبيعي المعياري كما في 

الشكل المجاور.

مثال 4

0 z Z

P(Z < a) = P(Z < z)
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الوحدة 5

لإيجاد قيمة a، أستعين بخصائص التوزيع الطبيعي، وأَتَّبعِ الخطوتين الآتيتين:

ق الاحتمال. الخطوة 1: أجد قيمة z التي تُحقِّ

بالرجــوع إلى جدول التوزيع الطبيعي المعياري، أجد أنَّ قيمة z التي تُقابـِـل الاحتمال 0.8212 هي 0.92 كما في الجدول 
الآتي:

جدول التوزيع الطبيعي المعياري

 .a الخطوة 2: أجد قيمة

.a = 0.92 َّفإن ،a = z َّبما أن

2   P(Z < a) = 0.32

أُلاحِظ أنَّ الاحتمال المُعطى يُمثِّل المساحة التي تقع يسار القيمة المعيارية a أسفل منحنى التوزيع الطبيعي. وبما أنَّ 
.-z سالبة، وأنَّه يُمكِن التعويض عنها بالقيمة a قيمة الاحتمال أقلُّ من 0.5، فهذا يعني أنَّ قيمة

، فإنَّ الاحتمال يُمثِّل المســاحة التي تقع يســار القيمة z- أسفل   ومن ثَمَّ
منحنى التوزيع الطبيعي المعياري كما في الشكل المجاور. 

بعِ الخطوتين  لإيجاد قيمة a، أســتعين بخصائــص التوزيع الطبيعــي، وأَتَّ
الآتيتين:

ق الاحتمال. الخطوة 1: أجد قيمة z التي تُحقِّ

	باستعمال الخصائص P(Z < -z) = 1 - P(Z < z)

P(Z < -z) = 0.32  بتعويض	 0.32 = 1 - P(Z < z)

P(Z < z) بحلِّ المعادلة لـ	  P(Z < z) = 0.68

بالرجــوع إلى جدول التوزيع الطبيعي المعياري، أجد أنَّ القيمة الدقيقة للاحتمــال 0.6800 غير موجودة؛ لذا أختار أقرب 
قيمة أقلَّ منها، وهي 0.6772

0-z Z

P(Z < a) = P(Z < -z)
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، فإنَّ قيمة z التي تُقابلِ الاحتمال هي 0.46 كما في الجدول الآتي: ومن ثَمَّ

جدول التوزيع الطبيعي المعياري

 .a الخطوة 2: أجد قيمة

بما أنَّ a = -z، فإنَّ قيمة a هي 0.46-.

3   P(Z > a) = 0.9406

 أُلاحِظ أنَّ الاحتمال المُعطى يُمثِّل المساحة التي تقع يمين القيمة المعيارية a أسفل منحنى التوزيع الطبيعي. وبما أنَّ 
.-z سالبة، وأنَّه يُمكِن التعويض عنها بالقيمة a قيمة الاحتمال أكثر من 0.5، فهذا يعني أنَّ قيمة

 -z فإنَّ الاحتمال يُمثِّل المســاحة التي تقــع يمين القيمة ، ومن ثَمَّ
أسفل منحنى التوزيع الطبيعي المعياري كما في الشكل المجاور. 

بعِ الخطوتين  لإيجاد قيمة a، أستعين بخصائص التوزيع الطبيعي، وأَتَّ
الآتيتين: 

ق الاحتمال. الخطوة 1: أجد قيمة z التي تُحقِّ

	باستعمال الخصائص P(Z > -z) = P(Z < z)

P(Z > -z) = 0.9406 بتعويض	 0.9406 = P(Z < z)

بالرجوع إلى جدول التوزيع الطبيعي المعياري، أجد أنَّ قيمة z التي تُقابلِ الاحتمال 0.9406 هي 1.56 كما في الجدول الآتي:

جدول التوزيع الطبيعي المعياري

 .a الخطوة 2: أجد قيمة

بما أنَّ a = -z، فإنَّ قيمة a هي 1.56-.

0-z Z

P(Z > a) = P(Z > -z)
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الوحدة 5

4   P(Z > a) = 0.015

  أُلاحِــظ أنَّ الاحتمال المُعطى يُمثِّل المســاحة التي تقع يمين القيمة المعيارية a أســفل منحنــى التوزيع الطبيعي.
وبما أنَّ قيمة الاحتمــال أقلُّ من 0.5، فهذا يعني أنَّ قيمة a موجبة، 
، فإنَّ الاحتمال يُمثِّل  وأنَّه يُمكِن التعويض عنهــا بالقيمة z. ومن ثَمَّ
المســاحة التي تقع يمين القيمة z أســفل منحنى التوزيع الطبيعي 

المعياري كما في الشكل المجاور. 

بعِ الخطوتين الآتيتين: لإيجاد قيمة a، أستعين بخصائص التوزيع الطبيعي، وأَتَّ

ق الاحتمال. الخطوة 1: أجد قيمة z التي تُحقِّ

	باستعمال الخصائص P(Z > z) = 1 - P(Z < z)

P(Z > z) = 0.015 بتعويض	 0.015 = 1 - P(Z < z)

P(Z < z) بحلِّ المعادلة لـ	 P(Z < z) = 0.985

بالرجوع إلى جدول التوزيع الطبيعي المعياري، أجد أنَّ قيمة z التي تُقابلِ الاحتمال 0.9850 هي 2.17 كما في الجدول الآتي:

جدول التوزيع الطبيعي المعياريجدول التوزيع الطبيعي المعياري

 .a الخطوة 2: أجد قيمة

.a = 2.17 َّفإن ،a = z َّبما أن

  ق من فهمي أتحقَّ

أجد قيمة a التي تُحقِّق الاحتمال المُعطى في كلٍّ ممّا يأتي:

a)   P(Z < a) = 0.9788					     b)   P(Z < a) = 0.25 

c)   P(Z > a) = 0.9738					     d)   P(Z > a) = 0.2

0 z Z

P(Z > a) = P(Z > z)
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ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أجد كُلًّاًّ ممّا يأتي باستعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

1   P(Z < 0.68)			   2   P(Z < 1.54)			   3   P(Z > 0.27)

4   P(0.49 < Z < 2.9)		  5   P(-0.08 < Z < 0.8)		  6   P(0 < Z < 1.07)

7   P(Z < -1.25)			   8   P(Z > -1.99)			   9   P(-0.5 < Z < 0)

10   P(Z < 0.43)			   11   P(Z > 3.08)			   12   P(Z < -2.03) 

13   P(Z > 2.2)			   14   P(-0.72 < Z < 3.26)		  15   P(1.5 < Z < 2.5)

أجد مساحة المنطقة المُظلَّلة أسفل منحنى التوزيع الطبيعي المعياري في كلٍّ ممّا يأتي:

16  

0 2 Z

		  17  

-2.25 0 Z

أجد قيمة a التي تُحقِّق الاحتمال المُعطى في كلٍّ ممّا يأتي:

18   P(Z < a) = 0.7642				    19   P(Z < a) = 0.13 

20   P(Z > a) = 0.8531				    21   P(Z > a) = 0.372

مهارات التفكير العليا

 �أكتشف الخطأ: عبَّرت روان عن المُتغيِّر العشوائي الطبيعي المعياري على النحو الآتي:  22 

N~Z(1, 02 ) ✗
حها. أكتشف جميع الأخطاء التي وقعت فيها روان، ثمَّ أُصحِّ

.P(-a < Z < a) = 2P(Z < a)-1 : : إذا كان a > 0، فأُثبتِ أنَّ  تحدٍّ 23 

ر إجابتي: تبرير: أجد قيمة a الموجبة التي تُحقِّق الاحتمال المُعطى في كلٍّ ممّا يأتي، وأُبرِّ

24   P(0 < Z < a) = 0.45				    25   P(-a < Z < a) = 0.1272
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الدرس

5

تحويل قِيمَ التوزيع الطبيعي إلى قِيمَ معيارية

تعلَّمْتُ في الدرســين السابقين إيجاد احتمالات مُتغيِّرات عشــوائية طبيعية غير معيارية لقِيَم 
دة، مثل P(X < μ -σ)، باســتعمال القاعــدة التجريبية، وإيجاد احتمــالات المُتغيِّر  مُحــدَّ
العشــوائي الطبيعي المعياري باســتعمال الجدول. والآن ســأتعلَّم إيجاد احتمال أيِّ مُتغيِّر 
عشــوائي طبيعي غير معياري X∼N(μ , σ2 ) لأيِّ قيمة، وذلك بتحويله إلى مُتغيِّر عشــوائي 

طبيعي معياري. 
:Z إلى قِيَم معيارية X يُمكِن استعمال الصيغة الآتية لتحويل قِيَم المُتغيِّر العشوائي الطبيعي

z = 
x - μ

σ
 

بطرح الوسط الحســابي من قيمة x، ثمَّ 
القسمة على الانحراف المعياري.

ر  أتذكَّ

قِيَــم المُتغيِّر  يُرمَز إلــى 
العشوائي بالرمز x، ويُرمَز 
إلــى المُتغيِّر العشــوائي 

.X نفسه بالرمز

إيجاد احتمالات المُتغيِّر العشوائي الطبيعي باستعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري. 	  فكرة الدرس � 

�تحرص إدارة أحد الفنادق الفاخرة على تدوين الزمن الذي يستغرقه الموظفون  	 مسألة اليوم � 
في إتمام إجراءات تســجيل النزلاء بعد وصولهم إلى الفندق. وقد تبيَّن أنَّ هذا 
الزمن يتبع توزيعًا طبيعيًّا، وسطه الحسابي 4.5 دقائق، وانحرافه المعياري 0.8 

من الدقيقة. إذا اختير نزيل بشكل عشوائي، فما احتمال أنْ يستغرق تسجيل دخوله أكثر من 6 دقائق؟

ر العشوائي الطبيعي  احتمال المُتغيِّ
باستعمال الجدول

Probability of Normal Random Variable 
Using the Table

إذا كان X مُتغيِّرًا عشــوائيًّا طبيعيًّا، وســطه الحســابي 64، وانحرافه المعياري 5، فأجد القيمة 
المعيارية z التي تُقابلِ قيمة x في كلٍّ ممّا يأتي:

1   x = 70

z صيغة قِيَم	 z = 
x - μ

σ

μ = 64, σ = 5, x = 70 بتعويض	 z = 
70 - 64

5

	بالتبسيط = 1.2

مثال 1



92

ر  أتذكَّ

يؤدّي التغيُّر في الوســط 
الحســابي إلى انسحاب 
أُفقــي لمنحنــى التوزيع 
الطبيعي. أمّــا التغيُّر في 
الانحــراف المعيــاري 
فيُؤثِّر في انتشار المنحنى 

عه. الطبيعي وتوسُّ

2   x = 55

z صيغة قِيَم	 z = 
x - μ

σ

μ = 64, σ = 5, x = 55 بتعويض	 z = 
55 - 64

5

	بالتبسيط = -1.8

  ق من فهمي أتحقَّ

إذا كان X مُتغيِّرًا عشــوائيًّا طبيعيًّا، وســطه الحســابي 15، وانحرافه المعياري 4، فأجد القيمة 
المعيارية z التي تُقابلِ قيمة x في كلٍّ ممّا يأتي:

a)   x = 24					     b)   x = 10

µ x 0

Z∼N(0, 1)X∼N(µ , σ2)

منحنى توزيع
منحنى توزيع طبيعيطبيعي معياري

z = 
x - µ

σ

المساحتان متساويتان

إيجاد احتمال المُتغيِّر العشوائي الطبيعي )غير المعياري(

إنَّ طرح الوســط الحســابي من جميع قِيَم المُتغيِّر العشــوائي الطبيعي يجعل قيمة الوســط 
الحســابي 0 بدلًًا من μ، وإنَّ قســمة هذه القِيَم جميعًا على الانحــراف المعياري تجعل قيمة 
ل  ا، ويتحوَّ الانحــراف المعياري 1 بدلًًا من σ، وبذلك يصبح منحنــى التوزيع الطبيعي معياريًّ
المُتغيِّر العشــوائي X∼N(μ , σ2 ) إلى Z∼N(0, 1)، عندئذٍ يُمكِن استعمال الجدول لإيجاد 

احتمال أيٍّ من قِيَمه.
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الوحدة 5

إذا كان: X∼N(36, 82 )، فأجــد كل احتمال ممّا يأتي باســتعمال جــدول التوزيع الطبيعي 
المعياري:

1   P(X < 42)

z صيغة قِيَم	 P(X < 42) = P(Z < 
42 - μ

σ
 )

μ = 36, σ = 8 بتعويض	 = P(Z < 
42 - 36

8
 )

	بالتبسيط = P(Z < 0.75)

	باستعمال الجدول = 0.7734

2   P(X > 28)

z صيغة قِيَم	 P(X > 28) = P(Z > 
28 - μ

σ
 )

μ = 36, σ = 8 بتعويض	 = P(Z > 
28 - 36

8
 )

	بالتبسيط = P(Z > -1) 

	باستعمال الخصائص = P(Z < 1) 

	باستعمال الجدول = 0.8413

3   P(X > 46)

z صيغة قِيَم	 P(X > 46) = P(Z > 
46 - μ

σ
 )

μ = 36, σ = 8 بتعويض	 = P(Z > 
46 - 36

8
 )

	بالتبسيط = P(Z > 1.25) 

	باستعمال الخصائص = 1 - P(Z < 1.25)

	باستعمال الجدول = 1 - 0.8944

	بالتبسيط = 0.1056

مثال 2

ر  أتذكَّ

z التي  القيمة المعياريــة 
x = 42 في هذه  تُقابـِـل 

الحالة هي 0.75
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م  أتعلَّ

ب  x-μ ، أُقرِّ
σ عند إيجــاد 

الإجابة إلى أقرب منزلتين 
ن من  عشــريتين؛ لأتمكَّ
استعمال جدول التوزيع 

الطبيعي المعياري.

للتوزيــع الطبيعي كثير من التطبيقات الحياتية التي نلجــأ فيها إلى تحويل التوزيع الطبيعي إلى 
توزيع طبيعي معياري لتسهيل إجراء الحسابات المطلوبة.  

4   P(24 < X < 56)

z صيغة قِيَم	P(24 < X < 56) = P( 24 - μ
σ

 < Z < 
56 - μ

σ
 )

μ = 36, σ = 8 بتعويض	 = P( 24 - 36
8

 < Z < 
56 - 36

8
 )

	بالتبسيط = P(-1.5 < Z < 2.5)

	باستعمال الخصائص  = P(Z < 2.5) - P(Z < -1.5)

	باستعمال الخصائص = P(Z < 2.5) - (1 - P(Z < 1.5))

	باستعمال الجدول = 0.9938 - 1 + 0.9332

	بالتبسيط = 0.927

  ق من فهمي أتحقَّ

إذا كان: X∼N(7, 0.25)، فأجد كل احتمال ممّا يأتي باستعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

a)   P(X < 7.7)				   b)   P(X > 6.1)

c)   P(X > 8.2)				   d)   P(6 < X < 7.1)

 مثال 3 : من الحياة  

زراعة: تتبــع كتل ثمار الجوّافة في إحــدى مَزارع غور الأردن 
:4 g 70، وانحرافه المعياري g توزيعًا طبيعيًّا، وسطه الحسابي

80 g أجد نسبة ثمار الجوّافة التي تزيد كتلة كلٍّ منها على 

أفترض أنَّ المُتغيِّر العشوائي X يدلُّ على كتلة حبَّة الجوّافة:

z صيغة قِيَم	 P(X > 80) = P(Z > 
80 - μ

σ
 )

1

معلومة 

تُزرَع فاكهــة الجوّافة في 
ة من المملكة،  مناطق عِدَّ
أبرزهــا: منطقة ســحم 
الكفــارات، ومنطقة بني 

كنانة في محافظة إربد. 
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الوحدة 5

μ = 70, σ = 4 بتعويض	 = P(Z > 
80 - 70

4
 )

	بالتبسيط = P(Z > 2.5)

	باستعمال الخصائص = 1 - P(Z < 2.5)

	باستعمال الجدول = 1 - 0.9938

	بالتبسيط = 0.0062

إذن، نسبة ثمار الجوّافة التي تزيد كتلة كلٍّ منها على g 80 هي 0.0062

 �إذا وُضِع في شــاحنة 4500 ثمرة جوّافة من إنتاج هذه المزرعة، فأجد عدد ثمار الجوّافة التي 
تقلُّ كتلة كلٍّ منها عن g 65 في هذه الشاحنة.

65 g الخطوة 1: أجد نسبة ثمار الجوّافة التي تقلُّ كتلة كلٍّ منها عن

z صيغة قِيَم	 P(X < 65) = P(Z < 
65 - μ

σ
 )

μ = 70, σ = 4 بتعويض	 = P(Z < 
65 - 70

4
 )

	بالتبسيط = P(Z < -1.25)

	باستعمال الخصائص = 1 - P(Z < 1.25)

	باستعمال الجدول = 1 - 0.8944

	بالتبسيط = 0.1056

إذن، نسبة ثمار الجوّافة التي تقلُّ كتلة كلٍّ منها عن g 65 هي 0.1056

الخطوة 2: أجد عدد ثمار الجوّافة التي تقلُّ كتلة كلٍّ منها عن g 65 في الشاحنة.

أفتــرض أنَّ n هو العدد المطلوب من ثمار الجوّافة، ثمَّ أجده بضرب عدد ثمار الجوّافة الكلي 
:65 g في نسبة ثمار الجوّافة التي تقلُّ كتلة كلٍّ منها عن N الموجود بالشاحنة

	مفهوم النسبة n = N × P

N = 4500, P = 0.1056 بتعويض	 = 4500× 0.1056 

	بالتبسيط ≈ 475

إذن، عدد ثمار الجوّافة التي تقلُّ كتلة كلٍّ منها عن g 65 في الشاحنة هو 475 حبَّة جوّافة تقريبًا. 

2
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  ق من فهمي أتحقَّ

زراعة: تتبع كتــل ثمار البندورة في إحدى المَزارع توزيعًا طبيعيًّا، 
:5 g 90، وانحرافه المعياري g وسطه الحسابي

80 g أجد نسبة ثمار البندورة التي تقلُّ كتلة كلٍّ منها عن  )a 

 �إذا احتوى صندوق على 200 حبَّة بندورة من إنتاج هذه المزرعة، فأجد عدد ثمار البندورة  )b 

التي تزيد كتلة كلٍّ منها على g 100 في هذا الصندوق.

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

 x التي تُقابلِ قيمة z مُتغيِّرًا عشــوائيًّا طبيعيًّا، وسطه الحسابي 224، وانحرافه المعياري 6، فأجد القيمة المعيارية X إذا كان
في كلٍّ ممّا يأتي:

1   x = 239				    2   x = 200				    3   x = 224

إذا كان: X∼N(30, 100)، فأجد كل احتمال ممّا يأتي باستعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

4   P(X < 35)			   5   P(X > 38)			   6   P(35 < X < 40)

7   P(X < 20)			   8   P(15 < X < 32)			   9   P(17 < X < 19)

إذا كان: X∼N(154, 144)، فأجد كل احتمال ممّا يأتي باستعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

10   P(X < 154)			   11   P(X > 160)			   12   P(140 < X < 155)

 �يتبــع ضغط الدم الانقباضي (mmHg) للبالغين توزيعًا طبيعيًّا، وســطه الحســابي  13 

105، وانحرافه المعياري 16. إذا اختير شــخص بالغ عشوائيًّا، فما احتمال أنْ يكون 

ضغط دمه الانقباضي أقلَّ من mmHg 101؟
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الوحدة 5

ة عمل هذه البطّاريات  بطّاريــات: تُنتجِ إحدى الشــركات بطّارياتٍ من نوع AA، وتتبع مُــدَّ
توزيعًا طبيعيًّا، وسطه الحسابي 25 ساعة، وانحرافه المعياري 1.5 ساعة. إذا اختيرت بطّارية 

عشوائيًّا، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: 

ة عمل البطّارية أكثر من 28 ساعة.  احتمال أنْ تكون مُدَّ 14 

ة عمل البطّارية أكثر من 20 ساعة.  احتمال أنْ تكون مُدَّ 15 

ة عمل البطّارية بين 22 ساعة و25 ساعة.  احتمال أنْ تتراوح مُدَّ 16 

 �في دراسة لإدارة السير، تبيَّن أنَّ ســرعة السيّارات على أحد الطرق  17 

تتبع توزيعًا طبيعيًّا، وسطه الحسابي km/h 90، وانحرافه المعياري 
دة على هذا الطريق  km/h 5. إذا كانت الســرعة القصوى المُحــدَّ

هــي km/h 100، وكان العدد الكلي للســيّارات التي تســير على 
هــذا الطريق في أحد الأيام هو 1000 ســيّارة، فأجد العدد التقريبي 
دة على الطريق في هذا  للســيّارات التي ســتتجاوز الســرعة المُحدَّ

اليوم. 

مهارات التفكير العليا

 �تبريــر: إذا كان: X~N(μ , σ2 )، وكانت القيمة المعيارية التي تُقابـِـل x = 14 هي z = 3.2، والقيمة المعيارية التي  18 

.X فأجد الوسط الحسابي والانحراف المعياري للمُتغيِّر العشوائي ،z = -1.8 هي x = -6 ِتُقابل

ــاري 8،  ــه المعي ــابي 73، وانحراف ــطه الحس ــا، وس ــا طبيعيًّ ــع توزيعً ــب تتب لات 600 طال ــدَّ ــت مُع : إذا كان ــدٍّ  �تح 19 

لات مــن بيــن هــؤلاء الطلبــة، فمــا أقــلُّ  رت إدارة المدرســة تكريــم الطلبــة الخمســين الحاصليــن علــى أعلــى المُعــدَّ وقــرَّ
ل يجعــل الطلبــة أهــاً للتكريــم؟ مُعــدَّ
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أختار رمز الإجابة الصحيحة في كلٍّ ممّا يأتي:

: P(X = 3) يساوي:  إذا كان: X~B(4, 0.4)، فإنَّ 1 

a)   0.1536		  b)   0.0384

c)   0.064		  d)   0.3456

يــن، وكان معامله   �إذا كان X مُتغيِّــرًا عشــوائيًّا ذا حدَّ 2 

n = 320، وتوقُّعه 60، فإنَّ المعامل p هو:

a)   3
16

	 		  b)   13
16

c)   3
4

		  	 d)   5
16

: P(X < 2) إلى أقرب 4   �إذا كان: X~B(8, 0.1)، فإنَّ 3 

منازل عشرية يساوي:

a)   0.3826		  b)   0.8131

c)   0.4305		  d)   0.1488

يــن، وكان توقُّعه 8،   �إذا كان X مُتغيِّــرًا عشــوائيًّا ذا حدَّ 4 

20 ، فإنَّ المعامل n هو:
3

وتباينه 

a)   32			   b)   64

c)   56			   d)   48

 �النســبة المئويــة لمســاحة المنطقة المحصــورة بين   5 

μ - 3σ و μ + 3σ أســفل منحنــى التوزيع الطبيعي 

هي:
a)   68%		  b)   95%

c)   99.7%		  d)   89.7%

 �إذا كانت علامات 2000 طالب في أحد الاختبارات تتبع  6 

توزيعًا طبيعيًّا، وسطه الحسابي 83، وانحرافه المعياري 4، 
فإنَّ عدد الطلبة الذين تقلُّ علاماتهم عن 80 هو تقريبًا:

a)   453		  b)   1547

c)   1567		  d)   715

إذا كان: X∼Geo(0.3)، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

7   P(X = 4)		  8   P(3 < X ≤ 5)

9   P(X > 4)		  10   E(X )

إذا كان: X∼B(6, 0.3)، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

11   P(X = 2)		  12   P(X > 4)

13   P(2 < X ≤ 4)	 14   E(X )

أجــد كُلًّاًّ ممّــا يأتي باســتعمال جــدول التوزيــع الطبيعي 
المعياري:

15   P(Z < 1.93)	 16   P(Z < 0.72)

17   P(Z > -1.04)	 18   P(-1.7 < Z < 3.3)

إذا كان: X∼N(55, 16)، فأجــد كُلًّاًّ ممّا يأتي باســتعمال 
جدول التوزيع الطبيعي المعياري:

19   P(X ≤ 50)	 20   P(50 < X < 58)

21   P(56 < X < 59)	 22   P(X > 55)
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أجد مســاحة المنطقة المُظلَّلة أسفل منحنى التوزيع الطبيعي 
المعياري في كلٍّ ممّا يأتي:

23  

0 1.5 Z

24  

0 0.1 0.31 Z

 �تبيَّن في مصنع للمصابيح الكهربائية أنَّ  25 

احتمــال أنْ يكون أيُّ مصباح من إنتاج 
المصنع تالفًا هو 0.17. إذا اختير 100 
مصباح عشــوائيًّا من إنتــاج المصنع، 

فأجد العدد المُتوقَّع من المصابيح التالفة.

أخذت نور تُراقِب السيّارات 
ة أمــام منزلها. إذا كان  المارَّ
احتمــال أنْ تمرَّ أيُّ ســيّارة 
زرقــاء من أمــام منزلها هو 

0.1، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

ل 5   �احتمــال عدم مرور أيِّ ســيّارة زرقاء مــن بين أوَّ 26 

ت أمام المنزل. سيّارات مَرَّ

 �احتمال مرور أكثر من 3 ســيّارات حتّى شــاهدت نور  27 

ل سيّارة زرقاء. أوَّ

أجد القيمة a التي تُحقِّق كل احتمال ممّا يأتي:

28   P(Z < a) = 0.638    29   P(Z > a) = 0.6

ص في أكياس  تعبئة: يُعبِّئ مصنعٌ حبوبَ الحِمَّ
تتبع كتلها توزيعًا طبيعيًّا، وســطه الحســابي 

 :4 g 250، وانحرافه المعياري g

ــص التي تزيد كتلــة كلٍّ منها   �أجد نســبة أكياس الحِمَّ 30 

260 g على

ص التي تتراوح كتلة كلٍّ منها   �أجد نســبة أكياس الحِمَّ 31 

250 g 240 و g بين

في دراسة لإحدى شــركات الاتصالات، 
تبيَّن أنَّ %30 من المشــتركين يستعملون 
هواتفهم المحمولة لإجراء مكالمتين فقط 

يوميًّا. إذا اختير 20 شــخصًا من المشتركين عشوائيًّا، فأجد 
كُلًّاًّ ممّا يأتي:

 �احتمال أنْ يُجْــري 4 منهم فقط مكالمتين هاتفيتين في  32 

اليوم الواحد.

 �احتمال أنْ يُجْــري اثنان منهم على الأقــلِّ مكالمتين  33 

هاتفيتين في اليوم الواحد. 

 �تُنتجِ إحدى الشركات قوارير زيت، ويُفترَض أنْ تحوي  34 

كل قارورة منهــا mL 500 من الزيت، وأنْ يتبع حجم 
الزيت في هذه القوارير توزيعًا طبيعيًّا، وسطه الحسابي 
mL 506، وانحرافــه المعيــاري mL 3. إذا احتــوى 

صندوق على 100 قارورة توضَع عشــوائيًّا، فأجد عدد 
القوارير في هذا الصندوق التي تحوي كلٌّ منها أقلَّ من 

mL 500 من الزيت.



ما أهمية هذه الوحدة؟

يُعَــدُّ الإحصــاء الاســتدلالي أداة محورية فــي عالَم 
ن الشــركات من اتِّخاذ قرارات دقيقة مبنية  الأعمال؛ إذ إنَّه يُمكِّ

على تحليل بيانات العيِّنة بدلًًا من التخمين. كذلك يُستعمَل الإحصاء 
الاستدلالي للتنبُّؤ باتجاهات السوق، وتقدير مستويات الطلب، وقياس 
فعّالية الحملات التسويقية، إلى جانب الإسهام في تحليل الأداء المالي، 

وتقدير العوائد المستقبلية؛ ما يُقلِّل من نسبة الخطأ في عمليات التخطيط 
واتِّخــاذ القرار. وهو يُســتعمَل أيضًا لاختبار الفرضيات وتفســير 

، فإنَّ استعمال الإحصاء  النتائج ضمن سياق أوسع. ومن ثَمَّ
ز كفاءة الأداء، ويُوفِّر مزايا تنافسية  الاستدلالي يُعزِّ

في بيئة الأعمال المُتغيِّرة.

الوحدة

6
الإحصاء الاستدلالي

Inferential Statistics
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مْتُ سابقًا: تعلَّ

 �كيفية تمييز المجتمــع والعيِّنة،  ✔

والمقصود بكلٍّ منهما.

 �إيجاد الوسط الحسابي والتباين  ✔

والانحــراف المعياري لبيانات 
مفردة تُمثِّل مجتمعًا إحصائيًّا.

 �إيجاد احتمال المُتغيِّر العشوائي  ✔

الطبيعي غير المعياري.

 �إيجاد التوقُّــع والتباين للمُتغيِّر  ✔

ين. العشوائي ذي الحدَّ

م في هذه الوحدة:  سأتعلَّ

 �كيفية توزيع الأوساط الحســابية للعيِّنات، وإيجاد الوسط  ◂

الحسابي والتباين والانحراف المعياري لهذا التوزيع.
 �اســتعمال نظرية النهاية المركزية لإيجاد احتمال المُتغيِّر  ◂

العشــوائي لعيِّنة حجمها أكبر مــن 30، وهي مأخوذة من 
مجتمع توزيعه غير معلوم لأيِّ قيمة.

 �توظيف عامل تصحيح الاســتمرارية في إيجاد احتمال أنْ  ◂

ب إلى توزيع  يــن المُقرَّ يأخذ المُتغيِّر العشــوائي ذو الحدَّ
طبيعي قِيَمًا بعينها.

 �إيجــاد فترات الثقة للوســط الحســابي للمجتمع إذا كان  ◂

الانحراف المعياري للمجتمع معلومًا.
 �إجراء اختبارات الأهمية الثلاثة. ◂

أستعمل تدريبات )أســتعد لدراســة الوحدة( في الصفحات (30-27) من كتاب 
التمارين؛ لمراجعة هذه الموضوعات قبل البَدْء بدراسة الوحدة.
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الدرس

1
ف المجتمع، والعيِّنة، وأنواع العيِّنات العشوائية.  تعرُّ · 	  فكرة الدرس � 

ف الإحصائي والمَعلَمة، وتحديد كلٍّ منهما.  تعرُّ · 			 

ف توزيع الأوســاط الحســابية للعيِّنات، وإيجاد الوسط الحســابي والتباين والانحراف   �تعرُّ · 			 
المعياري لهذا التوزيع.

	�المجتمــع، التَّعداد، العيِّنة، المُعايَنة، التحيُّز، العيِّنة العشــوائية، العيِّنة العشــوائية البســيطة، العيِّنة   المصطلحات � 
العشوائية المُنتظَمة، العيِّنة العشوائية الطبقية، الإحصائي، المَعلَمة، الاستدلال الإحصائي، الوسط 
الحسابي للعيِّنة، تباين العيِّنة، توزيع الأوساط الحسابية للعيِّنات، الخطأ المعياري للوسط الحسابي، 

خطأ المُعايَنة، نظرية النهاية المركزية.

	�يريد خليل تحديد أكثر الرياضات تفضيلًًا لدى سُــكّان المدينة التي يقطن   مسألة اليوم � 
لَّة. هل تُعَدُّ  فيها، فسأل عن ذلك 100 شخص حضروا للتوِّ مباراة لكرة السَّ

البيانات التي سيحصل عليها خليل مُمثِّلة لسُكّان المدينة؟ 

المجتمع، والعيِّنة، والمُعاينَة

تعلَّمْــتُ ســابقًا أنَّ المجتمــع (population) مجموعة من العناصر )مثل: الأشــخاص، 
والحيوانات، والأشــياء( تشــترك في واحدة أو أكثر من الخصائص، وأنَّها تُستهدَف بالدراسة 

لغرض مُعيَّن، أو استقصاء أمر ما بخصوصها.

قــد يكون من الضروري أحيانًا الحصول على معلومة مــا أو أكثر عن كل عضو في المجتمع، 
وعندئذٍ يُستعمَل التَّعداد (census) طريقةً لجمع تلك المعلومات. أمّا إذا كان المجتمع كبيرًا، 
فًا؛ لذا يكتفى في هذه الحالة باختيار مجموعة صغيرة  فإنَّ التَّعداد يكون مُستهلِكًا للوقت ومُكلِّ

.(sample) من المجتمع لتُمثِّله عشوائيًّا، في ما يُسمّى العيِّنة

ة  تُعرَف عملية أخــذ العيِّنات من المجتمع بالمُعايَنة (sampling)، وهي عملية إحصائية مُهِمَّ
ت عملية المُعايَنة بعناية، فإنَّها  تُستعمَل لاستخلاص اســتنتاجات عن المجتمع كاملًًا؛ فإذا تمَّ

ستُمثِّل المجتمع تمثيلًًا دقيقًا، وتُوفِّر نتائج موثوقة.

نات توزيع الأوساط الحسابية للعيِّ
Distribution of Samples Means
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الوحدة 6

تُستعمَل غالبًا البيانات التي تنتج من العيِّنات لتقدير خاصية من خصائص المجتمع؛ لذا يجب 
اختيار العيِّنة بحيث تكون مُمثِّلة للمجتمع بأكمله، وإدراك أنَّه كلَّما زاد حجم العيِّنة أو زاد عدد 

ة أكبر. العيِّنات المأخوذة، اقتربت العيِّنة من تمثيل المجتمع بدِقَّ

أمّا التحيُّز (bias) فهو خطــأ يؤدّي إلى تمثيل غير صحيح للمجتمع؛ فإذا كانت العيِّنة منحازة 
إلى فئة مُعيَّنة من المجتمع، فإنَّها ستقود إلى استنتاجات مُتحيِّزة.

ر أتذكَّ

يُطلَــق على عــدد أفراد 
المجتمع الذين تحويهم 

العيِّنة اسم حجم العيِّنة.

م أتعلَّ

أُلاحِظ الفرق الدقيق بين 
2 من  1 والفــرع  الفــرع 
1؛ فبالرغم من أنَّ  المثال 
جوهر العمليتين مُتشابهِ، 
فإنَّ عيِّنة الفرع 1 ستُفْضي 
إلى نتائــج غيــر دقيقة؛ 
لأنَّ فئة مرتــادي الأندية 
الرياضيــة يتبعــون غالبًا 

ية جيِّدة. عادات صِحِّ

المجتمع

يجمع التَّعداد المعلومات 
من كل فرد في المجتمع

تجمع العيِّنة المعلومات 
من جزء في المجتمع

 مثال 1 : من الحياة  

ر إجابتي: د إذا كانت كل عيِّنة ممّا يأتي مُتحيِّزة أم لا، ثمَّ أُبرِّ أُحدِّ

ية. حِّ ة: سؤال كل خامس شخص يزور صالة رياضية عن عاداته الصِّ  صِحَّ

العيِّنة مُتحيِّزة؛ لأنَّ المشاركين فيها مختارون من صالة رياضية، ومن ثَمَّ يُحتمَل أنْ تكون لديهم 
ية جيِّدة. وهذا لا يعكس واقع المجتمع. عادات صِحِّ

ق عن عاداته الغذائية. ة: سؤال كل خامس شخص يزور مركز تسوُّ  صِحَّ

ق؛ ما يعني تمثيلًًا أفضلَ  العيِّنة غير مُتحيِّزة؛ لأنَّ المشاركين فيها اختيروا عشوائيًّا من مركز تسوُّ
ق. لآراء المجتمع عن العادات الغذائية؛ لأنَّ معظم أفراد المجتمع يرتادون مراكز التسوُّ

  ق من فهمي أتحقَّ

ر إجابتي: د إذا كانت كل عيِّنة ممّا يأتي مُتحيِّزة أم لا، ثمَّ أُبرِّ أُحدِّ

ية في  حِّ ة: استقصاء باحث آراء 30 شخصًا في مستشفى خاص عن جودة الرعاية الصِّ  �صِحَّ )a 

المدينة.

ف درجة رضا العملاء عن خدماتها، وذلك   �اقتصاد: إجراء شــركة اتصالات دراســة لتعرُّ )b 

بمسح كل ثالث شخص يدخل أحد فروعها.

1

2
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العيِّنات العشوائية

تعلَّمْتُ في المثال السابق أنَّه يُمكِن استعمال المُعايَنة لاستنتاج معلومات عن المجتمع كلِّه؛ ما 
يُحتِّم اختيار العيِّنة بعناية لضمان تمثيل المجتمع من دون تحيُّز. من طرائق المُعايَنة الشــائعة، 
أخذ عيِّنة عشــوائية (random sample) من المجتمع، تكون مُمثِّلة لجميع أفراده من دون 
تفضيل فئة مُعيَّنة على أُخرى. وفي ما يأتي ثلاثة أنواع شائعة الاستعمال من العيِّنات العشوائية:

	· (simple random العيِّنــة العشــوائية البســيطة 
(sample: يتيــح هذا النوع لكل فــرد في المجتمع 

أنْ يحظى بفرصة مُتســاوِية ليكون جــزءًا من العيِّنة 
المختارة. فمثــاً، إذا رغب مديــر حديقة للحيوان 

نْ يزورون  وّار عن الحديقة، فقد يختار عيِّنة عشــوائية بسيطة مِمَّ اســتقصاء درجة رضا الزُّ
وّار على بطاقات، ثمَّ  الحديقة للإجابة عن أسئلة الاستطلاع، وذلك بكتابة أرقام تذاكر الزُّ

وضعها في وعاء؛ ليتمَّ بعد ذلك سحب 5 أرقام عشوائيًّا.

	· (systematic random العيِّنة العشــوائية المُنتظَمة
(sample: يُختــار أفــراد العيِّنة في هــذا النوع وَفقًا 

دة من نقطة بداية عشــوائية. فمثلًًا، يُختار  لفترات مُحدَّ
كل ثالث زائر للحديقة بَدْءًا من نقطة بداية عشوائية. 

لًًا ·	 العيِّنة العشــوائية الطبقيــة (stratified random sample): يراعى في هذا النوع أوَّ
تقســيم المجتمع إلى مجموعات غير مُتداخِلة، ثمَّ اختيار أفراد من كل مجموعة عشوائيًّا. 
م زُوّار الحديقة إلى مجموعات بحسب الفئات العمرية )الأطفال، المُراهِقون،  فمثلًًا، يُقسَّ
وّار عشوائيًّا لضمان التمثيل  (، ثمَّ يُختار من كل فئة عددٌ مُعيَّن من الزُّ ــنِّ البالغون، كِبار السِّ

الصحيح.

م أتعلَّ

تمتــاز العيِّنــة المختارة 
عشوائيًّا بأنَّها غير مُتحيِّزة؛ 
لأنَّ لكل فرد في المجتمع 
الاحتمــال نفســه فــي 

الاختيار.

م أتعلَّ

لا يُشــترَط فــي العيِّنــة 
العشوائية الطبقية اختيارُ 
العدد نفســه من كل فئة؛ 
إذ يُمكـِـن اختيــار عدد 
يتناسب مع حجم كل فئة، 
أو اختيار العدد نفسه من 

كل فئة. 

عيِّنة عشوائية بسيطة

: العيِّنة

نتظَمة عيِّنة عشوائية مُ

: العيِّنة

المجتمع الاختيار العشوائي من 
كل مجموعة

تقسيم المجتمع إلى 
مجموعات غير مُتداخِلة العيِّنة
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الوحدة 6

الإحصائيات والمَعلمَات

الإحصائــي )statistic( هو مقيــاس )قيمة( يَصِف إحــدى خصائص العيِّنة. أمّــا المَعلَمة 
)parameter( فهي مقياس يَصِف إحدى خصائص المجتمع.

تُســتعمَل قيمة الإحصائي لوضع اســتنتاجات عن قيمة المَعلَمة في عملية تُسمّى الاستدلال 
الإحصائي )statistical inference(؛ ذلك أنَّ حســاب المَعلَمة لا يكون سهلًًا في كثير من 

الأحيان، وبخاصة إذا كان حجم المجتمع كبيرًا. 

م أتعلَّ

يُمكِن لقيمــة الإحصائي 
أنْ تتغيَّــر مــن عيِّنة إلى 
أُخرى، لكنَّ قيمة المَعلَمة 
لا تتغيَّــر؛ لأنَّهــا تُمثِّــل 

المجتمع كاملًًا.

 مثال 2 : من الحياة  

ة: اختير عشوائيًّا خمســة مرضى مقيمين من كل قسم طبي في أحد المستشفيات للإجابة  صِحَّ
مة في المستشفى: ية المُقدَّ حِّ عن أسئلة استبانة تتعلَّق بجودة الرعاية الصِّ

د العيِّنة والمجتمع.   أُحدِّ

العيِّنة: المرضى الخمسة الذين اختيروا عشوائيًّا من كل قسم.·	

المجتمع: جميع المرضى في المستشفى.·	

ر إجابتي.  هل العيِّنة العشوائية المختارة بسيطة، أم مُنتظَمة، أم طبقية؟ أُبرِّ

عوا إلى فئات )الأقســام الطبية( قبل بَدْء  العيِّنة العشــوائية المختارة طبقيــة؛ لأنَّ المرضى وُزِّ
الاختيار العشوائي. 

  ق من فهمي أتحقَّ

د إذا كانت العيِّنة العشوائية المختارة بسيطة، أم  د العيِّنة والمجتمع في كلٍّ ممّا يأتي، ثمَّ أُحدِّ أُحدِّ
ر إجابتي: مُنتظَمة، أم طبقية، ثمَّ أُبرِّ

مها   �اســتقصاء مدير أحد المراكز التجارية درجــة رضا العملاء عن الخدمــات التي يُقدِّ )a 

د، ثمَّ يطرح عليه  المركز؛ بأنْ يختار أحد العملاء عشــوائيًّا كل ساعة، بَدْءًا بوقت غير مُحدَّ
بعض الأسئلة.

 �وضع اســتبانة عند مدخل مَعرِض فني، ثمَّ اختيار 50 زائرًا بصورة عشــوائية للإجابة عن  )b 

أسئلتها.

1

2
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د العيِّنة والمجتمع في كلٍّ ممّا يأتي، ثمَّ أَصِف الإحصائي والمَعلَمة: أُحدِّ

صة في مجال   �اختيرت عيِّنة عشوائية طبقية تضمُّ 15 موظفًا من أقسام مختلفة في شركة مُتخصِّ
الأسهم والسندات، ثمَّ حُسِب الوسيط لرواتب هؤلاء الموظفين:

العيِّنة: الموظفون الذين اختيروا عشوائيًّا من الأقسام المختلفة للشركة.·	

المجتمع: جميع موظفي الشركة.·	

الإحصائي: وسيط رواتب الموظفين في العيِّنة.·	

المَعلَمة: وسيط رواتب جميع موظفي الشركة.·	

ل   �اختيرت عيِّنة عشوائية بسيطة تضمُّ 1000 طالب من إحدى الجامعات، ثمَّ حُسِب تباين مُعدَّ
ذكائهم بواسطة اختبار أُعِدَّ لهذا الغرض:

العيِّنة: الطلبة الذين اختيروا عشوائيًّا من الجامعة.·	

المجتمع: جميع طلبة الجامعة.·	

ل ذكاء الطلبة في العيِّنة.·	 الإحصائي: تباين مُعدَّ

ل ذكاء جميع طلبة الجامعة.·	 المَعلَمة: تباين مُعدَّ

  ق من فهمي أتحقَّ

د العيِّنة والمجتمع في كلٍّ ممّا يأتي، ثمَّ أَصِف الإحصائي والمَعلَمة: أُحدِّ

 �اختيرت عيِّنة عشــوائية بســيطة تضمُّ 13 طالبًا من طلبة الصف الثاني عشــر في محافظة  )a 

المفرق، ثمَّ حُسِب الوسط الحسابي لعدد ساعات دراسة هؤلاء الطلبة.

 �اختيرت عيِّنة عشوائية مُنتظَمة من خطِّ إنتاج نوع من الفطائر المُغلَّفة التي يُنتجِها مصنع في  )b 

أحد الأيام، ثمَّ حُسِب مدى كتل العيِّنة.

مثال 3

1

2
معلومة

تقيــس اختبــارات الــذكاء 
(IQ) قــدرات عقليــة، مثل 

الاستدلال والفهم والذاكرة، 
ــط فيها عند  د المُتوسِّ ويُحدَّ
100 درجة، وهي تُســتعمَل 

للكشــف عــن القــدرات 
الاســتثنائية أو الصعوبــات 
المعرفيــة، لكنَّهــا لا تعكس 

الإبداع أو الذكاء العاطفي.
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الوحدة 6

الوسط الحسابي والانحراف المعياري للعيِّنة

تعلَّمْتُ في المثال السابق أنَّ القيمة التي تَصِف إحدى خصائص مجتمع ما )مثل الوسط الحسابي( 
تُسمّى المَعلَمة. ولكنْ، إذا حُسِبت هذه القيمة لعيِّنة من المجتمع، فإنَّها تُسمّى الإحصائي.

يُرمَز إلى الوسط الحسابي للعيِّنة (sample mean)، الذي يُستعمَل لتقدير الوسط الحسابي 
للمجتمع، بالرمز x، ويُقرَأ: x بار، ويُمكِن إيجاده باستعمال الصيغة التي يُبيِّنها صندوق )مفهوم 

أساسي( الآتي.

أمّا تباين العيِّنة (sample variance)، الذي يُستعمَل لتقدير تباين المجتمع، فيُرمَز إليه بالرمز 
s2، ويُمكِن إيجاده باستعمال إحدى الصيغتين اللتين يُبيِّنهما صندوق )مفهوم أساسي( الآتي.

ر أتذكَّ

μ للدلالة  يُستعمَل الرمز 
على الوســط الحســابي 

للمجتمع، ويُقرَأ: ميو.

رموز رياضية

x∑، فإنَّ 
i
عنــد كتابــة 

المقصــود بذلــك هــو 
n عــدد  x ∑، حيــث 

i

البيانات.

n

i = 1

x  تُمثِّل عيِّنة عشــوائية حجمها n، فإنَّه يُمكِن إيجاد 
1
, x

2
, x

3
, …, x

n
إذا كانت البيانات: 

الوسط الحسابي للعيِّنة  x باستعمال الصيغة الآتية:

x = 
∑ x

i

n

الوسط الحسابي للعيِّنة مفهوم أساسي

x  تُمثِّل عيِّنة عشــوائية، حجمها n، ووســطها 
1
, x

2
, x

3
, …, x

n
إذا كانــت البيانــات: 

الحسابي x، فإنَّه يُمكِن إيجاد تباين العيِّنة s2 باستعمال إحدى الصيغتين الآتيتين:

s2 = 
∑ (x

i
 - x )2

n - 1       or      s2 = 
∑ x

i
 2 - n x 

2

n - 1

ويكون الانحراف المعياري للعيِّنة هو الجذر التربيعي لتباين العيِّنة.

التباين والانحراف المعياري للعيِّنة مفهوم أساسي

ر أتذكَّ

تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ مقاييس 
التشتُّت تُستعمَل لوصف 
مقــدار تشــتُّت البيانات 
وتباعدهــا. ومــن هــذه 
المقاييــس: التبايــن، 
والانحــراف المعياري. 
وفــي هــذا الســياق، 
يُستعمَل الرمز σ2 للدلالة 
على التبايــن للمجتمع، 

ويُقرَأ: سيجما تربيع.

 مثال 4 : من الحياة  

ة بقاء الزبائن في  ق في تحديد مُدَّ ق: يرغب مركز تســوُّ تسوُّ
المقهــى. وتحقيقًا لهــذا الغرض؛ أخذ في يــوم مُعيَّن عيِّنة 

ن الزمن )إلى أقرب دقيقــة( الذي قضاه كلٌّ منهم في المركز.  عشــوائية تضمُّ 10 زبائن، ثمَّ دوَّ
نها مالك المقهى كما يأتي:  وكانت الأوقات التي دوَّ

31, 20, 52, 46, 28, 39, 37, 43, 17, 48

مركز تسوُّق
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 أجد الوسط الحسابي للعيِّنة.

	صيغة الوسط الحسابي للعيِّنة x = 
∑ x

i

n

	بالتعويض = 31+20+52+46+28+39+37+43+17+48
10

	بالتبسيط = 36.1

 أجد تباين العيِّنة.

 �أحسُــب مُربَّع كل مُشاهَدة، ثمَّ أُنشِئ جدولًًا أُنظِّم  الخطوة 1:

فيه القِيَم. 

ض القِيَم الناتجة في صيغة التباين.  أُعوِّ الخطوة 2:

	صيغة التباين s2 = 
∑ x

i

2 - n x 
2

n - 1

 Σx
i

2 = 14297, x = 36.1 بتعويض	 = 
14297 - 10(36.1)2

9

	باستعمال الآلة الحاسبة ≈ 140.54

إذن، تباين العيِّنة هو: 140.54

 أجد الانحراف المعياري للعيِّنة.

.s = √140.54 ≈ 11.85 : بما أنَّ الانحراف المعياري هو الجذر التربيعي للتباين، فإنَّ

  ق من فهمي أتحقَّ

بات  ف الوقــت )بالدقائق( الذي تقضيه المُتدرِّ بة في صالة رياضية أنْ تتعرَّ رياضة: ترغب مُدرِّ
فــي أداء التمارين اليومية. وتحقيقًا لهــذا الغرض؛ أخذت في يوم مُعيَّن عيِّنة عشــوائية تضمُّ 
نت الزمن )إلى أقرب دقيقة( الذي اســتغرقته كلٌّ منهن في أداء التمارين.  بات، ثــمَّ دوَّ 8 مُتدرِّ

بة كما يأتي: نتها المُدرِّ وكانت الأوقات التي دوَّ
 68, 72, 78, 85, 90, 75, 80, 70 

 أجد تباين العيِّنة. )b  			   أجد الوسط الحسابي للعيِّنة. )a 

 أجد الانحراف المعياري للعيِّنة. )c 

1

x2x

96131

40020

270452

211646

78428

152139

136937

184943

28917

230448

المجموع14297

2

3

م أتعلَّ

الوســط  أنَّ  أُلاحِــظ 
الحسابي للعيِّنة عدد غير 
ل إيجاد  صحيح؛ لذا يُفضَّ
تبايــن العيِّنة باســتعمال 

الصيغة الآتية: 

s2 = 
∑ x

i

2 - n x 
2

n - 1

ر أتذكَّ

ـن  تبايـ ـد إيجــاد  عنـ
المجتمع، فإنَّني أستعمل 
المعادلــة نفســها لتباين 
العيِّنة، لكنَّني أَقسِم على 
 : n بدلًًا من n-1؛ أيْ إنَّ

σ2 = 
∑ x

i

2 - n x 
2

n
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الوحدة 6

ر أتذكَّ

المُتغيِّــر العشــوائي هو 
قِيَمًا عدديةً  مُتغيِّر يأخــذ 
تعتمد علــى نواتج تجربة 

عشوائية.

ر أتذكَّ

للتوزيع الطبيعي شــكل 
الجــرس المُتماثلِ حول 

الوسط الحسابي.

ر أُفكِّ

لمــاذا كان عــدد هــذه 
العيِّنات 16؟

م أتعلَّ

y فــي  يُمثِّــل المحــور 
التمثيــل البيانــي عــدد 
العيِّنــات التــي لديهــا 
وسط حسابي مُعيَّن على 

.x المحور

توزيع الأوساط الحسابية للعيِّنات

تعلَّمْتُ في المثال السابق إيجاد الوسط الحسابي لعيِّنة مأخوذة من المجتمع، وقد لاحظْتُ أنَّ 
الوسط الحسابي يختلف تبعًا لاختلاف العيِّنة. 

يُمكِن تقدير قيمة الوســط الحسابي للمجتمع باستعمال ما يُســمّى توزيع الأوساط الحسابية 
للعيِّنــات (distribution of samples means)؛ وهو توزيعٌ قِيَمُهُ الأوســاط الحســابية 
لعيِّنات عشوائية مُتســاوِية في الحجم، ومأخوذة من المجتمع. تشير كلمة )توزيع( إلى كيفية 
ع )أو تنظيم( قِيَم الأوساط الحسابية للعيِّنات، وعدد مَرّات تكرار كل قيمة؛ فإذا افترضنا أنَّ  تَوزُّ

.) X ( قِيَم الأوساط الحسابية تُمثِّل مُتغيِّرًا عشوائيًّا، فإنَّه يُمكِن أنْ يُرمَز إلى هذا المُتغيِّر بالرمز

يُبيِّن الجدول الآتي الأوساط الحسابية لخمس عيِّنات عشوائية، حجم كلٍّ منها 2، وقد أُخِذت 
ن )أيِ  مع الإرجاع من مجتمع، وســطه الحســابي 15، وانحرافه المعياري 2.24، وهو يتكوَّ
المجتمــع( من القِيَم الآتيــة: 18 ,16 ,14 ,12، في حين يُبيِّن التمثيل البياني المُعطى شــكل 

التوزيع لهذه الأوساط الحسابية.

أُلاحِظ من التمثيل البياني أعلاه أنَّ شــكل توزيع 
الأوساط الحســابية للعيِّنات العشوائية الخمس 
غير قريب من شــكل التوزيــع الطبيعي. ولكنْ، 
إذا اســتُخرِجت جميــع العيِّنات العشــوائية من 
المجتمــع، التي يبلــغ عددهــا 16 عيِّنة، وحجم 
كلٍّ منها 2، فإنَّ شــكل توزيع الأوساط الحسابية 
للعيِّنات العشــوائية سيقترب من شــكل التوزيع 

الطبيعي كما هو مُبيَّن في الشكل المجاور.

xالعيِّنة
1312, 14

1412, 16

1616, 16

1614, 18

1518, 12 0
13

2
y

x

1

0.2

0.4
0.6

0.8

1.2

1.4
1.6

1.8

13.5 14.5 15.514 15 16

0
12

4

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

13 15 1714 16 18 19

y

x
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في مُقابلِ ذلك، يُمكِن إيجاد الوسط الحســابي للأوساط الحسابية لجميع العيِّنات المُحتمَلة 
من المجتمع، التي حجم كلٍّ منها 2، كما يأتي: 

μ 
x
 = 

12 + 13 + ⋯ + 18

16
 = 

240

16
 = 15

أُلاحِظ من هذه النتيجة أنَّ قيمة الوســط الحسابي للمجتمع مُســاوِية لقيمة الوسط الحسابي 
للأوســاط الحســابية لجميع العيِّنات المُحتمَلة من المجتمع. وبعبارة أُخرى، فإنَّ الوســط 

.μ 
x
 = μ الحسابي لتوزيع الأوساط الحسابية للعيِّنات

كذلك يُمكِن إيجاد الانحراف المعياري للأوســاط الحســابية لجميع العيِّنات المُحتمَلة من 
المجتمع، التي حجم كلٍّ منها 2، بإيجاد قيمة الانحراف المعياري (2.24) للمجتمع مقسومةً 

على الجذر التربيعي لحجم العيِّنة )2(: 

σ 
x
 = √ 

(12-15)2 + (13-15)2 + ⋯ + (18-15)2

16
 ≈ 1.58  , 

σ

√n
 = 

2.24

√2
 ≈ 1.58

أُلاحِظ من هاتين النتيجتين أنَّ قيمة الانحراف المعياري للأوساط الحسابية لجميع العيِّنات المُحتمَلة 
)التي لها حجم مُعيَّن( من المجتمع مُســاوِية لقيمة الانحراف المعياري للمجتمع، ومقســومة على 
الجــذر التربيعي لحجم العيِّنة. وبمــا أنَّ هاتين القيمتين مُتســاوِيتان، فإنَّه يُمكِــن إيجاد الانحراف 
المعياري لتوزيع الأوســاط الحســابية للعيِّنات، الذي يُعرَف أيضًا باســم الخطأ المعياري للوســط 
.σ 

x
 = 

σ

√n
الحسابي (standard error of the mean)، وذلك باستعمال الصيغة الآتية: 

تأسيسًــا على ما سبق، فإنَّ العيِّنات المختارة عشــوائيًّا سيكون لها أوساط حسابية مختلفة عن 
 (sampling error) الوسط الحســابي للمجتمع. ويُعْزى هذا الاختلاف إلى خطأ المُعايَنة
الذي يحدث بسبب عدم تمثيل العيِّنة للمجتمع بصورة كاملة. ولكنْ، إذا أُخِذت جميع العيِّنات 
المُحتمَلة ذات الحجم n من مجتمع، وســطه الحسابي μ، وانحرافه المعياري σ، فإنَّ الوسط 
 ،μ سيكون مُساوِيًا للوسط الحسابي للمجتمع μ 

x
الحسابي لتوزيع الأوساط الحسابية للعيِّنات 

. σ

√n
 σ سيكون مُساوِيًا لـ  

x
وانحرافه المعياري 

فــي ما يختصُّ بشــكل توزيع الأوســاط الحســابية للعيِّنات، فــإنَّ نظرية النهايــة المركزية 
(the central limit theorem) تنصُّ على أنَّه كلَّما كان حجم العيِّنة n كبيرًا، اقترب شكل 

توزيع الأوســاط الحسابية للعيِّنات من شكل التوزيع الطبيعي بصرف النظر عن شكل التوزيع 
الأصلي.

م أتعلَّ

يشــير مصطلــح حجم 
العيِّنة إلى الحجم الثابت 
لكلٍّ مــن العيِّنــات التي 

أُخِذت من المجتمع.

م أتعلَّ

σ2، فإنَّني أَقسِــم 

x
لإيجاد 

16؛ وهــو حجم  علــى 
المجتمع بأكمله في هذه 

الحالة.

م أتعلَّ

 μ، فإنَّني أجد 
x
لإيجــاد 

كل العيِّنات بحجم ثابت، 
ثمَّ أجد الوسط الحسابي 
لكل عيِّنة، ثمَّ أجد الوسط 
الحســابي لهذه الأوساط 

الحسابية.
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الوحدة 6

إذا أُخِــذت عيِّنات عشــوائية كبيرة، حجم كلٍّ منهــا 30 أو أكثر، من مجتمع، وســطه 

الحسابي μ، وانحرافه المعياري σ، فإنَّ شــكل توزيع الأوساط الحسابية لهذه العيِّنات 

 ،μ ســيكون قريبًا من شكل التوزيع الطبيعي، وسيكون الوسط الحسابي لهذا التوزيع هو

X ~ N (μ , σ، حيث X المُتغيِّر العشوائي 
2

n σ؛ أيْ إنَّ ( 
x
 = 

σ

√n
والانحراف المعياري له 

لتوزيع الأوساط الحسابية لهذه العيِّنات.

نظرية النهاية المركزية مفهوم أساسي

 مثال 5 : من الحياة  

أشــجار: أشــارت بعض الدراســات إلى أنَّ الوسط 
 ،86.2 mm الحســابي لأطوال أوراق شجرة البلّوط
وأنَّ الانحــراف المعياري لها mm 27.6. إذا أُخِذت 
عيِّنات عشــوائية من أوراق شــجر البلّوط، حجم كلٍّ 

منها 40، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

 الوسط الحسابي لتوزيع الأوساط الحسابية للعيِّنات.

	صيغة الوسط الحسابي لتوزيع الأوساط الحسابية للعيِّنة μ 
x
 = μ

μ = 86.2 بتعويض	 = 86.2

 الخطأ المعياري للوسط الحسابي.

	صيغة الخطأ المعياري للوسط الحسابي σ 
x
 = 

σ

√n

σ = 27.6, n = 40 بتعويض	 = 
27.6

√40

	باستعمال الآلة الحاسبة ≈ 4.36

1

2

معلومة

ض أوراق  ـد تعــرُّ عنـ
شــجر البلّوط لهجوم من 
الحشرات مثل اليرقات، 
فــإنَّ هــذه الأوراق لا 
تكتفي فقــط بالدفاع عن 
نفسها، وإنَّما تُفرِز روائح 
مُميَّزة تجذب الحشرات 
المُفترِســة التــي تتغذّى 

باليرقات.
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  ق من فهمي أتحقَّ

زراعة: أشارت دراســة إلى أنَّ الوسط الحسابي لكتل حبّات التفّاح 
في إحدى المَزارع g 96.3، وأنَّ الانحراف المعياري لها g 5.2. إذا 
أُخِذت عيِّنات عشــوائية من حبّات التفّاح في هذه المزرعة، حجم 

كلٍّ منها 30، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: 

 الوسط الحسابي لتوزيع الأوساط الحسابية للعيِّنات. )a 

 الخطأ المعياري للوسط الحسابي. )b 

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

ر إجابتي: د إذا كانت كل عيِّنة ممّا يأتي مُتحيِّزة أم لا، ثمَّ أُبرِّ أُحدِّ

كّان بأهمية  ف درجة وعي السُّ  �مُقابَلة إدارة بلدية المدينة كل عاشــر شخص يخرج من مَحطَّة الحافلات الرئيسة لتعرُّ 1 

الحفاظ على النظافة العامة.

قًا   �إعداد إدارة مدرســة أساسية استبانة عن مدى فعّالية التعليم الإلكتروني في المدرسة، ثمَّ الطلب إلى 20 طالبًا مُتفوِّ 2 

الإجابة عن أسئلة الاستبانة.

ف مدى  لين في المدينة، ثمَّ الاتصال بهم لتعرُّ كّان المُسجَّ  �اختيار باحث عيِّنة عشوائية تضمُّ 100 شخص من قائمة السُّ 3 

اعتمادهم على الوجبات الجاهزة في نظامهم الغذائي.

ف درجة رضا المواطنين عــن خدمات الحافلات، ثمَّ   �إعداد دائرة النقل في إحدى المدن اســتبانة تهــدف إلى تعرُّ 4 

الطلب إلى أفراد عيِّنة اختيروا عشوائيًّا من سجلّّات سُكّان المدينة الإجابة عن أسئلة هذه الاستبانة.

مة أثناء رحلتهم السياحية إلى موقع أثري، بسؤاله عن  يّاح عن الخدمات المُقدَّ  �ســعي باحث إلى تقييم درجة رضا السُّ 5 

ذلك 25 زائرًا من المقيمين في الفندق القريب من الموقع الأثري.
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الوحدة 6

ر  د إذا كانت العيِّنة العشــوائية المختارة بسيطة، أم مُنتظَمة، أم طبقية، ثمَّ أُبرِّ د العيِّنة والمجتمع في كلٍّ ممّا يأتي، ثمَّ أُحدِّ أُحدِّ
إجابتي:

ل عامل يدخل المصنع عند  ر مدير مصنع اســتقصاء درجة التزام العُمّال بتعليمات السلامة العامة، فبدأ بمراقبة أوَّ  �قرَّ 6 

الساعة الثامنة صباحًا، ثمَّ كل عاشر عامل يدخل بعده.

 �اختار باحث 100 طالب من إحدى الجامعات عشوائيًّا من قائمة أرقامهم الجامعية لدراسة عادات القراءة لديهم. 7 

ة دراســة العادات الغذائية لطلبة المدارس في إحدى المدن، فصنَّفت المراحل التي يَدْرس فيها  حَّ  �أرادت وزارة الصِّ 8 

الطلبة إلى ثلاث مراحل دراســية )ابتدائية، أساسية، ثانوية(، ثمَّ اختارت عيِّنة عشوائية من كل مرحلة بما يتناسب مع 
عدد الطلبة فيها.

د العيِّنة والمجتمع في كلٍّ ممّا يأتي، ثمَّ أَصِف الإحصائي والمَعلَمة: أُحدِّ

ن تقسيم العاملين إلى مجموعات   �أُجرِي مســح شمل عيِّنة عشوائية طبقية من العاملين في مستشفى حكومي، وتضمَّ 9 

ضون، إداريون(، ثمَّ حُسِب الانحراف المعياري لعدد ساعات العمل الأسبوعية. بحسب مهنهم )أطبّاء، مُمرِّ

نت أعمار المَركَبات في   �اختيرت عيِّنة عشوائية مُنتظَمة تضمُّ المَركَبات الخارجة من مَحطَّة لصيانة السيّارات، وقد دُوِّ 10 

العيِّنة، ثمَّ حُسِب الوسيط.

نت المبالغ التي أنفقها   �اختيرت عيِّنة عشوائية بسيطة تضمُّ زُوّار أحد المراكز التجارية في عطلة نهاية الأسبوع، وقد دُوِّ 11 

أفراد العيِّنة، ثمَّ حُسِب المدى.

مبيعات: أراد مدير المبيعات في شــركة تجزئة تقدير عدد الوحدات التي يبيعهــا كل موظف مبيعات يوميًّا. وتحقيقًا لهذا 
نها مدير المبيعات كما يأتي: الغرض؛ جمع بيانات من عيِّنة عشوائية تضمُّ 8 موظفين. وكانت الأعداد التي دوَّ

41, 36, 39, 42, 45, 38, 40, 34

 �أجد الوسط الحسابي للعيِّنة. 12 

 �أجد تباين العيِّنة. 13 

 �أجد الانحراف المعياري للعيِّنة. 14 
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إنتاج: أرادت شــركة تعمل في مجال صناعة زجاجات العصير أنْ تُحلِّــل مدى التفاوت في كمية العصير 
نة من  )بالملّيلتــر( التــي تُعبَّأ بالزجاجــة الواحدة. وتحقيقًــا لهذا الغرض؛ أُخِــذت عيِّنة عشــوائية مُكوَّ

نت الكميات التي تحويها هذه الزجاجات، وكانت على النحو الآتي: 10 زجاجات، ثمَّ دُوِّ

504, 499, 493, 507, 500, 495, 502, 498, 505, 490

 �أجد الوسط الحسابي للعيِّنة. 15 

 �أجد تباين العيِّنة. 16 

 �أجد الانحراف المعياري للعيِّنة. 17 

أُخِذت عيِّنة عشوائية حجمها 20 مُشاهَدة من أحد المجتمعات، وقد أمكن الحصول منها على المعلومات الإحصائية الآتية:
∑ x

i
 = 110, ∑ x

i
 2 = 900

 �أجد الوسط الحسابي للعيِّنة. 18 

 �أجد الانحراف المعياري للعيِّنة. 19 

بلغ الوسط الحسابي لأحد المجتمعات 6، والانحراف المعياري له 2. إذا أُخِذت عيِّنات عشوائية من هذا المجتمع، حجم 
كلٍّ منها 50، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

 �الوسط الحسابي لتوزيع الأوساط الحسابية للعيِّنات. 20 

 �الخطأ المعياري للوسط الحسابي. 21 

ة عمل المصابيح الكهربائية التي تُنتجِها إحدى الشركات 450 ساعة،  مصابيح: يبلغ الوسط الحسابي لمُدَّ
في حين يبلغ الانحراف المعياري لها 20 ساعة. إذا أُخِذت عيِّنات عشوائية من هذه المصابيح، حجم كلٍّ 

منها 35، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: 

 �الوسط الحسابي لتوزيع الأوساط الحسابية للعيِّنات. 22 

 �الخطأ المعياري للوسط الحسابي. 23 
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 �إذا كان لدينا مجموعة عيِّنات من مجتمع مُعيَّن، حجم كلٍّ منها 40، وبلغ الوسط الحسابي لتوزيع الأوساط الحسابية  24 

لها 82.5، وكان التباين لهذا التوزيع 6.25، فأجد الوسط الحسابي والتباين للمجتمع الأصلي الذي أُخِذت منه هذه 
العيِّنات.

مهارات التفكير العليا

تبرير: أجرت إحدى شــركات الاتصالات استطلاعًا للرأي شــمل عملاءها، وهدف إلى تحسين مستوى الخدمات التي 
مها: تُقدِّ

 �أُبيِّن السبب الذي يجعل العيِّنة أكثر مُلاءَمة من التَّعداد في هذه الحالة. 25 

د الأسباب التي قد تدفع الشركة إلى عدم استعمال عيِّنة عشوائية بسيطة لاستطلاع آراء عملائها.  �أُحدِّ 26 

صة في إنتاج أغذية الحيوانات الأليفة أنْ تعرف عدد الأشخاص  تبرير: ترغب شــركة مُتخصِّ
ل الطعام الجاف على الطعام الرطب. وتحقيقًا لهذا الغرض؛ أرفقت  الذين لديهم قِطَط تُفضِّ
الشركة 100 اســتبانة مع مُنتَجات غذائية من الطعام الجاف اختيرت عشوائيًّا، ثمَّ طُلبِ إلى 

الزبائن مِلْء هذه الاستبانات وإعادتها إلى الشركة:

 �أذكر سببين لعدم الحصول على بيانات حقيقية من طريقة الاستطلاع التي استعملتها الشركة.  27 

 �أُبيِّن كيف يُمكِن تحسين الطريقة التي اعتمدتها الشركة بحيث تصبح نتائج الاستطلاع أكثر تمثيلًًا.  28 

ر إجابتي: د إذا كانت كل عبارة ممّا يأتي صحيحة أحيانًا، أم صحيحة دائمًا، أم غير صحيحة أبدًا، ثمَّ أُبرِّ تبرير: أُحدِّ

 �العيِّنتان العشوائيتان المأخوذتان من المجتمع نفسه لهما الوسط الحسابي والانحراف المعياري نفساهما. 29 

 �تُستعمَل مَعلَمات المجتمع لتقدير إحصائيات العيِّنة. 30 

 �استعمال العيِّنات العشوائية البسيطة يضمن عدم وجود أيِّ تحيُّز. 31 

: إذا دلَّ المُتغيِّر العشــوائي X على توزيع الأوســاط الحســابية لعيِّنات أُخِذت من مجتمع ما، وبلغ حجم كلٍّ   �تحدٍّ 32 

 μ، فأجد الوسط 
y
 = 48, σ 

y
لت الأوساط الحسابية للعيِّنات وَفقًا للعلاقة: Y = 12X، حيث: 4.2 =  منها 30، وحُوِّ

الحسابي والانحراف المعياري للمجتمع الأصلي الذي أُخِذت منه هذه العيِّنات. 
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الدرس

2
 �إيجاد احتمال أنْ يأخذ المُتغيِّر العشــوائي لتوزيع الأوساط الحسابية لعيِّنات عشوائية مأخوذة  · 	  فكرة الدرس � 

من مجتمع طبيعي قِيَمًا بعينها.

 �إيجاد احتمال أنْ يأخذ المُتغيِّر العشوائي لتوزيع الأوساط الحسابية لعيِّنات عشوائية أُخِذت من  · 			 
مجتمع وسطه الحسابي معلوم، وبلغ حجم كلٍّ منها 30 أو أكثر، قِيَمًا بعينها.

ين إلى توزيع طبيعي. ف شروط تقريب توزيع ذي الحدَّ  �تعرُّ · 			 

ب  ين المُقرَّ  �توظيف عامل الاســتمرارية في إيجاد احتمال أنْ يأخذ المُتغيِّر العشوائي ذو الحدَّ · 			 
إلى توزيع طبيعي قِيَمًا بعينها.

عامل تصحيح الاستمرارية. 	 المصطلحات � 

ة العمل المُتوقَّعة لهذه  	�تُنتجِ شــركةٌ بطّارياتٍ قابلة للشــحن، وتتبع مُدَّ  مسألة اليوم � 
البطّاريات قبل نفاد شحنها توزيعًا طبيعيًّا، وسطه الحسابي 15.5 ساعة، 
وانحرافه المعياري 2.1 من الســاعة. إذا اختيرت عيِّنة عشوائية تشمل 
ة عمل بطّاريات  25 بطّارية، فما احتمال أنْ يكون الوسط الحسابي لمُدَّ

العيِّنة بين 15 ساعة و16 ساعة؟

ــر العشــوائي للأوســاط الحســابية لعيِّنــات مأخــوذة مــن  التوزيــع الاحتمالــي للمُتغيِّ
مجتمــع طبيعــي

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ المُتغيِّر العشــوائي هو مُتغيِّر تعتمد قِيَمه على نواتج تجربة عشــوائية، وأنَّ 
التوزيــع الاحتمالي للمُتغيِّر العشــوائي هو اقتران يربط كل قيمة للمُتغيِّر العشــوائي باحتمال 

وقوعها في التجربة.

ــع  ــع يتب ــن مجتم ــوذة م ــم ومأخ ــة الحج ــات مُتماثلِ ــابية لعيِّن ــاط الحس ــاد الأوس ــد إيج عن
ــا مــن التوزيــع  التوزيــع الطبيعــي، فــإنَّ توزيــع الأوســاط الحســابية للعيِّنــات ســيكون قريبً

 .n ــة الطبيعــي بصــرف النظــر عــن حجــم العيِّن

التقريب الاحتمالي باستعمال التوزيع الطبيعي
Probability Approximation Using Normal 

Distribution
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X مُتغيِّرًا عشــوائيًّا لتوزيع الأوساط الحسابية لعيِّنات عشــوائية مُتماثلِة الحجم  إذا كان 
ومأخوذة من مجتمع طبيعي، وسطه الحسابي μ، وانحرافه المعياري σ، فإنَّ شكل توزيع 

: الأوساط الحسابية لهذه العيِّنات سيكون قريبًا من شكل التوزيع الطبيعي. ومنه، فإنَّ

X  ~ N (μ , 
σ2

n  ) 

التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي للأوساط 
الحسابية لعيِّنات مأخوذة من مجتمع طبيعي مفهوم أساسي

X قِيَمًا بعينها بنفس الطريقة التي يُمكِن بها إيجاد احتمال  ومن ثَمَّ يُمكِن إيجاد احتمال أنْ يأخذ 
أنْ يأخذ أيُّ مُتغيِّر عشــوائي طبيعي قِيَمًــا بعينها كما تعلَّمْتُ ســابقًا؛ إذ يُمكِن إيجاد احتمال 
أيِّ مُتغيِّر عشــوائي طبيعي غير معياري، وذلك بتحويله إلى مُتغيِّر عشــوائي طبيعي معياري. 
 Z ~ N(0, 1) وذلك بتحويله إلى ،X  ~ N (μ , 

σ2

n وبالطريقة نفســها، يُمكِن إيجاد احتمال (
كما تعلَّمْتُ في الوحدة الســابقة، وعندئذٍ يُمكِن اســتعمال جدول التوزيع الطبيعي المعياري 

لإيجاد الاحتمال.

ر  أتذكَّ

 Z يُســتعمَل الحــرف
للدلالــة علــى المُتغيِّــر 
العشــوائي الطبيعــي 

المعياري.

ر  أتذكَّ

μ 
x
 = μ

σ
x

2 = 
σ2

n

يُمكِن إيجاد قيمة z للوسط الحسابي لعيِّنة من مجتمع يتبع توزيعًا طبيعيًّا بالصيغة الآتية:

z = 
x - μ

σ 
x

حيث: 
x : الوسط الحسابي للعيِّنة. 

μ : الوسط الحسابي للمجتمع.
 σ : الخطأ المعياري للوسط الحسابي.

x

إيجاد قيمة z للوسط الحسابي للعيِّنة مفهوم أساسي

 مثال 1 : من الحياة  

إنتاج: يُعبِّئ مصنعٌ حبوبَ القهوة في أكياس تتبع كتلها توزيعًا طبيعيًّا، 
وســطه الحســابي g 500، وانحرافه المعياري g 8. إذا اختيرت عيِّنة 
نة من 20 كيسًا، فأجد احتمال أنْ يكون الوسط الحسابي  عشوائية مُكوَّ

 .504 g498 و g لكتل الأكياس في العيِّنة بين
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بما أنَّ المُتغيِّر العشوائي لكتل أكياس القهوة يتبع توزيعًا طبيعيًّا، فإنَّ توزيع الأوساط الحسابية 
للعيِّنة يقترب من التوزيع الطبيعي.

الخطــوة 1: أجد الوســط الحسابي لتوزيع الأوســاط الحســابية للعيِّنات، والخطأ المعياري 

للوسط الحسابي.

	صيغة الوسط الحسابي لتوزيع الأوساط الحسابية للعيِّنات μ 
x
 = μ

μ = 500 بتعويض	 = 500

	صيغة الخطأ المعياري للوسط الحسابي σ 
x
 = 

σ

√n

 σ = 9.5, n = 125 بتعويض	 = 
8

√20

	باستعمال الآلة الحاسبة ≈ 1.79

إذن، الوسط الحســابي لتوزيع الأوساط الحســابية للعيِّنة يســاوي 500، والخطأ المعياري 
للوسط الحسابي يساوي 1.79 تقريبًا.

الخطوة 2: أجد الاحتمال المطلوب. 

: ، فإنَّ X يدلُّ على الوسط الحسابي للعيِّنة. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ المُتغيِّر العشوائي 

z صيغة قيمة 
P (498< X	للوسط الحسابي للعيِّنة  <504) = P ( 

498 - μ

σ 
x

 < Z < 
504 - μ

σ 
x

 )

 بتعويض
 μ = 500,  σ 

x
 =1.79

	 = P ( 
498 - 500

1.79
 < Z < 

504-500

1.79
 )

	بالتبسيط = P (-1.12 < Z < 2.23)

	باستعمال الخصائص = P (Z < 2.23) - P (Z < -1.12)

	باستعمال الخصائص = P (Z < 2.23) - (1 - P(Z < 1.12))

	باستعمال الجدول = 0.9871 - 1 + 0.8686

	بالتبسيط = 0.8557

ر  أتذكَّ

عنــد إيجــاد احتمالات 
التوزيع الطبيعي، لا توجد 
أهمية للمســاواة. فمثلًًا: 

.P(X <a) = P(X ≤a)
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الوحدة 6

  ق من فهمي أتحقَّ

كتل: تتبع كتل الرجال في أحد المجتمعات توزيعًا طبيعيًّا، وســطه الحسابي kg 70، وانحرافه 
المعياري kg 15. إذا اختيرت عيِّنة عشــوائية تضمُّ 20 رجلًًا، فأجد احتمال أنْ يكون الوســط 

74 kg65 و kg الحسابي لكتل الرجال في العيِّنة بين

التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي للأوساط الحسابية لعيِّنات مأخوذة من مجتمع 
توزيعه غير معلوم

تعلَّمْتُ في الدرس الســابق أنَّه كلَّما كان حجم العيِّنة n كبيرًا، اقترب شــكل توزيع الأوساط 
الحســابية للعيِّنات من شــكل التوزيع الطبيعي بصرف النظر عن توزيع المجتمع، استنادًا إلى 

نظرية النهاية المركزية.

ــم  ــوائية، حج ــات عش ــابية لعيِّن ــاط الحس ــع الأوس ــوائيًّا لتوزي ــرًا عش X مُتغيِّ إذا كان 
ــه  ــابي μ، وانحراف ــطه الحس ــع، وس ــن مجتم ــوذة م ــي مأخ ــر، وه ــا 30 أو أكث كلٍّ منه
ــا  المعيــاري σ، فــإنَّ شــكل توزيــع الأوســاط الحســابية لهــذه العيِّنــات ســيكون قريبً

X  ~ N (μ, 
σ2

n  )  : ــإنَّ ــه، ف ــي. ومن ــع الطبيع ــكل التوزي ــن ش م

التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي للأوساط الحسابية لعيِّنات كبيرة مفهوم أساسي

ومن ثَمَّ يُمكِن إيجاد احتمال المُتغيِّر العشوائي للأوساط الحسابية للعيِّنات بنفس الطريقة التي 
يُمكِن بها إيجاد احتمال المُتغيِّر العشوائي الطبيعي.

 مثال 2 : من الحياة  

أعمار: اســتنادًا إلــى بيانات دولة فــي أحد الأعوام، فإنَّ الوســط 
الحســابي لأعمــار طلبــة الجامعات في تلــك الدولة 25 ســنة، 
والانحــراف المعياري 9.5 ســنوات. إذا اختيرت عيِّنة عشــوائية 
شملت 125 طالبًا، فأجد احتمال أنْ يكون الوسط الحسابي لأعمار 

هؤلاء الطلبة أكبر من 26

م  أتعلَّ

إذا كان المجتمع الأصلي 
طبيعيًّا، فإنَّنا لا نحتاج إلى 
شــرط n ≥ 30. وهذا ما 
ل  اعتُمِد في الجــزء الأوَّ

من الدرس.
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بما أنَّ حجم العيِّنة يبلغ 125، وهو أكبر من 30، فإنَّ توزيع الأوساط الحسابية للعيِّنات يقترب 
من التوزيع الطبيعي بصرف النظر عن توزيع المجتمع الأصلي.

الخطــوة 1: أجد الوســط الحسابي لتوزيع الأوســاط الحســابية للعيِّنات، والخطأ المعياري 

للوسط الحسابي.

 	صيغة الوسط الحسابي لتوزيع الأوساط الحسابية للعيِّنات μ 
x
 = μ

μ = 25 بتعويض	 = 25

	صيغة الخطأ المعياري للوسط الحسابي σ 
x
 = 

σ

√n

σ = 9.5, n = 125 بتعويض	 = 
9.5

√125

	باستعمال الآلة الحاسبة ≈ 0.85

 إذن، الوسط الحسابي لتوزيع الأوساط الحسابية للعيِّنة يساوي 25، والخطأ المعياري للوسط 
الحسابي يساوي 0.85 تقريبًا.

الخطوة 2: أجد الاحتمال المطلوب. 

: ، فإنَّ X يدلُّ على الوسط الحسابي للعيِّنة. ومن ثَمَّ أفترض أنَّ المُتغيِّر العشوائي 

z صيغة قيمة 
	للوسط الحسابي للعيِّنة P (X  > 26) = P (Z > 

26 - μ

σ 
x

 )

 بتعويض
 μ = 25,  σ 

x
 =0.85

	 = P (Z > 
26 - 25

0.85
 )

	بالتبسيط = P (Z > 1.18)

	باستعمال الخصائص = 1 - P(Z < 1.18)

	باستعمال الجدول = 1 - 0.8810

	بالتبسيط = 0.119
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  ق من فهمي أتحقَّ

شاشــات: بناءً على بيانات مسح أُجرِي في إحدى المدن، 
تبيَّن أنَّ الوسط الحســابي لعدد ساعات استعمال الشباب 
للشاشات أسبوعيًّا في المدينة هو 21 ساعة، وأنَّ الانحراف 
المعياري هو 6 ســاعات. إذا اختيرت عيِّنة عشوائية بسيطة 

تضمُّ 100 شــاب، فأجد احتمال أنْ يكون الوسط الحسابي لاســتعمال الشاشات من هؤلاء 
الشباب أكبر من 22.5 ساعة. 

ين استعمال التوزيع الطبيعي في تقريب توزيع ذي الحدَّ

ين X يعطى  تعلَّمْــتُ في الوحدة الســابقة أنَّ التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشــوائي ذي الحدَّ
بالقاعدة الآتية:

P(X = r) = ( n
r ) pr (1 - p)n-r

حيث:

n: عدد المحاولات في التجربة.

p: احتمال النجاح في كل محاولة.

r: عدد المحاولات الناجحة من بين n من المحاولات.

وَفقًا لنظرية النهاية المركزية، فإنَّ أيَّ توزيع لعيِّنات عشــوائية مأخوذة من مجتمع توزيعه غير 
معلوم يُمكِن أنْ يقترب من التوزيع الطبيعي، إلى جانب زيادة حجم العيِّنة n بشكل كبير. نتيجةً 
ين، فإنَّ شكل هذا  لذلك؛ إذا كان توزيع عيِّنات عشــوائية مأخوذة من مجتمع توزيعه ذو الحدَّ

التوزيع سيقترب من شكل التوزيع الطبيعي. 

في مُقابلِ ذلك، إذا زاد عدد المحاولات، أو اقترب احتمال النجاح من 0.5، فإنَّ شــكل توزيع 
ين ســيبدأ بالتشابه مع شــكل التوزيع الطبيعي. فمثلًًا، في الشكل )a( التالي، يُمكِن  ذي الحدَّ
ين عندما n = 4 وp = 0.25 ليس قريبًا من شكل التوزيع  ملاحظة أنَّ شــكل توزيع ذي الحدَّ
الطبيعي، ولكنْ عندما n = 4 وp = 0.5 ، أو عندما n = 60 وp = 0.25، فإنَّ شــكل توزيع 
ين ســيكون قريبًا من شــكل التوزيع الطبيعي كما يظهر في الشكلين )b( و)c( على  ذي الحدَّ

الترتيب.
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ين إذا كان حجم العيِّنة n كبيرًا بما يكفي  وبوصف ذلك قاعدة عامة، يُمكِن استعمال التوزيع الطبيعي في تقريب توزيع ذي الحدَّ
.n(1-p) ≥ 5 و np ≥ 5 لجعل

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 290 1 2

(a)

p = 0.25, n = 4 p = 0.5, n = 4 p = 0.25, n = 60

(b) (c)

3 4 0 1 2 3 4

إذا كان: X~B(n, p)، وكان: np ≥ 5، وكان: n(1-p) ≥ 5، فإنَّه يُمكِن تقريب المُتغيِّر 
العشوائي X باستعمال المُتغيِّر العشوائي Y~N(np, np(1-p))، حيث:

n: عدد المحاولات في التجربة.

p: احتمال النجاح في كل محاولة.

ين باستعمال التوزيع الطبيعي قاعدة تقريب توزيع ذي الحدَّ مفهوم أساسي
م أتعلَّ

معاملا المُتغيِّر العشوائي 
،np Y همــا:   الطبيعــي 

وnp(1-p)، حيث:
	 μ = np

	 σ = √np(1-p)

ر أتذكَّ

إذا كان Y مُتغيِّــرًا عشــوائيًّا 
 P(Y = a) = 0 َّمتصلًًا، فإن
a؛ لذا يجب  لأيِّ قيمــة 
اســتعمال فترات مناسبة 
عند التعامــل مع التوزيع 

.Y الطبيعي

ين مُنفصِل، والتوزيع الطبيعي متصل، فإنَّه يَلزم استعمال ما يُسمّى عامل  بما أنَّ توزيع ذي الحدَّ
تصحيح الاســتمرارية (continuity correction factor) عند استعمال التوزيع الطبيعي 

ين.  لتقريب قيمة احتمالية في توزيع ذي الحدَّ

يعني هذا العامل أنَّنا ســنضيف )أو نطرح( نصف وحدة (0.5) من القيمة التي نريد حســاب 
احتمالها في التوزيع المُنفصِل، حتّى ننتقل من القِيَم المُنفصِلة إلى القِيَم المتصلة المناسبة.

  P(X = 9) فمثــاً، إذا أردنــا تقريــب
باســتعمال التوزيــع الطبيعــي، فــإنَّ 
اســتعمال عامل تصحيح الاستمرارية 
يُحتِّم حساب P(8.5 < X < 9.5) كما 

هو مُبيَّن في الشكل المجاور.
8.5 < x < 9.5

5 6 7 8 9 10 11
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يُبيِّن صندوق )مفهوم أساســي( الآتي كيفية اســتعمال عامل تصحيح الاستمرارية في بعض 
الحالات.

ين، فإنَّه يُمكِن  عند اســتعمال التوزيع الطبيعي لتقريب قيمة احتمالية لتوزيــع ذي الحدَّ
استعمال عامل تصحيح الاستمرارية على النحو الآتي، حيث c قيمة مُعيَّنة في توزيع ذي 

ين: الحدَّ
ينالتوزيع الطبيعي توزيع ذي الحدَّ

P(c - 0.5 < Y < c + 0.5)P(X = c)

P(Y > c + 0.5)P(X > c)

P(Y > c - 0.5)P(X ≥ c)

P(Y < c - 0.5)P(X < c)

P(Y < c + 0.5)P(X ≤ c)

عامل تصحيح الاستمرارية مفهوم أساسي

إذا كان: X~B(n, p)، وكان: np ≥ 5، وكان: n(1-p) ≥ 5، حيث n عدد المحاولات 
باع الخطوات الآتية لتقريب  في التجربة، وp احتمال النجاح في كل محاولة، فإنَّه يُمكِن اتِّ

ين باستعمال التوزيع الطبيعي: توزيع ذي الحدَّ

ين. 	�إيجاد الوسط الحسابي والانحراف المعياري لتوزيع ذي الحدَّ الخطوة 1:

.X التعبير عن المسألة باستعمال رموز احتمال المُتغيِّر العشوائي�	 الخطوة 2:

	�إيجاد عامل تصحيح الاستمرارية، ثمَّ إعادة كتابة المسألة باستعمال رموز  الخطوة 3:

احتمال المُتغيِّر العشــوائي Y؛ لإظهار المساحة أســفل منحنى التوزيع 
الطبيعي.

	�إيجاد قِيَم z المُقابلِة لقِيَم المُتغيِّر العشوائي Y، ثمَّ استعمال جدول التوزيع  الخطوة 4:

الطبيعي وخصائص التوزيع الطبيعي لإيجاد الاحتمال المطلوب.

ين التقريب الطبيعي لتوزيع ذي الحدَّ مفهوم أساسي

ين باســتعمال التوزيع الطبيعي كما هو مُبيَّن في صندوق )مفهوم  يُمكِن تقريب توزيع ذي الحدَّ
أساسي( الآتي.
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 مثال 3 : من الحياة  

ها أحد المطاعم عن طلبات زبائنه، تبيَّن  مطاعم: في دراســة أَعَدَّ
أنَّ %30 منها نباتية. إذا اختير 80 طلبًا بشــكل عشوائي في أحد 
الأيام، فأســتعمل التوزيع الطبيعي لتقريب احتمال أنْ يزيد عدد 

الطلبات النباتية منها على 30 طلبًا. 

ين على عدد الطلبات النباتية  إذا دلَّ المُتغيِّر العشوائي X في هذه التجربة الاحتمالية ذات الحدَّ
فــي المطعم، فإنَّ X~B(80, 0.3). وبما أنَّ كُلًّاًّ من np = 24، وn(1-p) = 56 أكبر من 5، 

ين. فإنَّه يُمكِن استعمال التوزيع الطبيعي Y~N(np, np(1-p)) في تقريب توزيع ذي الحدَّ

ين. الخطوة 1: أجد الوسط الحسابي والانحراف المعياري لتوزيع ذي الحدَّ

	 σ = √np(1-p)
الوسط الحسابي والانحراف 
ين 	المعياري لتوزيع ذي الحدَّ μ = np

	 = √80 × 0.3 × 0.7n = 80, p = 0.3 بتعويض	 = 80 × 0.3

	 	بالتبسيط4.1 ≈ = 24

.X الخطوة 2: أُعبِّر عن المسألة باستعمال رموز احتمال المُتغيِّر العشوائي

بمــا أنَّ الاحتمال المطلوب هو احتمال زيادة عدد الطلبــات النباتية على 30 طلبًا، فإنَّ التعبير 
.P(X > 30) :بالرموز عن هذا الاحتمال هو

الخطوة 3: أجد عامل تصحيح الاســتمرارية، ثمَّ أُعيد كتابة المســألة لإظهار المساحة أسفل 

منحنى التوزيع الطبيعي.

بمــا أنَّ الاحتمال المطلوب هو P(X > 30)، فإنَّني أُضيف 0.5 وحدة إلى 30، وبذلك يُمكِن 
.P(Y > 30.5) :إعادة كتابة الاحتمال على النحو الآتي

الخطوة 4: أجد الاحتمال المطلوب.

 z صيغة قِيَم	 P (Y > 30.5) = P (Z > 
30.5 - μ

σ 
 )

μ = 24, σ = 4.1 بتعويض	 = P (Z > 
30.5 - 24

4.1
 )

	بالتبسيط ≈ P(Z > 1.59)

ر أتذكَّ

في التجربــة الاحتمالية 
يــن، إذا دلَّ  ذات الحدَّ
X على  المُتغيِّر العشوائي 
عــدد مَــرّات النجاح في 
جميع محاولات التجربة 
n، وكان  التــي عددهــا 
احتمال النجــاح في كل 
 X p، فــإنَّ  محاولــة هو 
يُسمّى المُتغيِّر العشوائي 
ين، ويُمكِن التعبير  ذا الحدَّ
عنه بالرمــوز على النحو 
 ،X~B(n, p) :الآتــي
n وp معامــا  حيــث 

المُتغيِّر العشوائي.
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	باستعمال الخصائص = 1 - P(Z < 1.59)

	باستعمال الجدول = 1 - 0.9441

	بالتبسيط = 0.0559

إذن، احتمال أنْ يزيد عدد الطلبات النباتية على 30 طلبًا هو: 0.0559

  ق من فهمي أتحقَّ

نباتات: في دراسة لعالمِة أحياء، تبيَّن أنَّ احتمال أنْ يتجاوز طول نوع مُعيَّن 
من شُــجَيْرات الورد أكثر من m 2 هو %25. إذا اختيرت 60 شُــجَيْرة ورد 
عشوائيًّا من النوع نفسه، فأستعمل التوزيع الطبيعي لتقريب احتمال ألّّا يقلَّ 

جَيْرات التي يزيد طولها على m 2 في العيِّنة عن 18 شُجَيْرة.  عدد الشُّ

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

 �سرعة: في دراسة لإدارة السير، تبيَّن أنَّ سرعة الســيّارات التي تمرُّ عن إحدى كاميرات المراقبة تتبع توزيعًا طبيعيًّا،  1 

وسطه الحســابي km/h 60، وانحرافه المعياري km/h 5. إذا اختيرت عيِّنة عشــوائية شملت سرعة 40 سيّارة، 
62 km/h فأجد احتمال أنْ يكون الوسط الحسابي للسرعات في العيِّنة أقلَّ من

 �أطــوال: تتبع أطوال أقطار البراغي التــي تُنتجِها آلة في أحد المصانــع توزيعًا طبيعيًّا،  2 

وسطه الحســابي mm 8.2، وانحرافه المعياري mm 0.3. إذا اختيرت عيِّنة عشوائية 
نة من 25 برغيًّا، فأجد احتمال أنْ يكون الوسط الحسابي لأطوال أقطار البراغي في  مُكوَّ

8.3 mm8 و mm العيِّنة بين

أمراض: أشارت بعض البحوث إلى أنَّ الزمن اللازم لتعافي المصابين من أحد أنواع الفيروسات 
يتبع توزيعًا طبيعيًّا، وسطه الحسابي 4.5 أيام، وانحرافه المعياري يومان. أجد كُلًّاًّ ممّا يأتي: 

 �احتمال أنْ يكون الوســط الحســابي لزمن التعافي أقلَّ من 4 أيام لعيِّنة عشــوائية تضمُّ  3 

75 شخصًا.

 �احتمال أنْ يكون الوسط الحسابي لزمن التعافي بين 4.4 أيام و4.8 أيام لعيِّنة عشوائية تضمُّ 80 شخصًا. 4 
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 �تصليح: إذا كان الوســط الحسابي للزمن الذي تستغرقه ورشة تصليح سيّارات في خدمة السيّارة الواحدة 80 دقيقة،  5 

نة من 80 ســيّارة على  والانحراف المعياري 20 دقيقة، فأجد احتمال أنْ يزيد الوســط الحســابي لخدمة عيِّنة مُكوَّ
83 دقيقة. 

ها قســم الجودة في أحد مصانع أعواد تنظيف الأذن،   �صناعة: اســتنادًا إلى دراســة أَعَدَّ 6 

تبيَّن أنَّ الوســط الحســابي لعدد الأعواد في العُلْبة الواحدة هو 52 عودًا، وأنَّ الانحراف 
المعياري هو 4. إذا اختيرت عيِّنة عشــوائية شــملت 120 عُلْبة، فأجــد احتمال أنْ يكون 

الوسط الحسابي لعدد الأعواد في العيِّنة أقلَّ من 51 عودًا. 

د إذا كان مُمكنًِا استعمال التوزيع  تُبيِّن كل حالة ممّا يأتي استطلاع رأي، طُلبِ فيه إلى الطلبة الإجابة بـ )نعم( أو )لا(. أُحدِّ
الطبيعي لتقريب المُتغيِّر X الذي يُمثِّل عدد الطلبة الذين أجابوا بـ )نعم(، ثمَّ أجد الوســط الحسابي والانحراف المعياري 

)إنْ أمكن(، وإلّّا أُبيِّن السبب.

 �أظهرت دراسة أنَّ %34 من طلبة المرحلة الثانوية يستعملون هواتفهم أكثر من 3 ساعات يوميًّا لأغراض غير دراسية.  7 

اختيرت عيِّنة عشوائية تضمُّ 15 طالبًا، سُئِل كلٌّ منهم عمّا إذا كان يستعمل هاتفه أكثر من 3 ساعات في اليوم لأغراض 
غير دراسية.

 �أظهرت دراســة أنَّ %40 من طلبة المرحلة الثانوية الذين يدرسون بانتظام يوميًّا يستعينون بالإنترنت. اختيرت عيِّنة  8 

نْ يدرسون بانتظام كل يوم، وقد سُئِل كلٌّ منهم عمّا إذا كان يستعين بمجموعات دراسية  عشــوائية تضمُّ 12 طالبًا مِمَّ
عبر الإنترنت.

ت في أحد المستشفيات إلى أنَّ %10 من المرضى يتجاهلون تعليمات استعمال الأدوية،   �طب: أشــارت دراسة أُعِدَّ 9 

نْ يُراجِعون  لون الجرعة بأنفســهم من دون استشارة الطبيب. إذا اختيرت عيِّنة عشــوائية تضمُّ 200 مريض مِمَّ ويُعدِّ
المستشــفى، فأســتعمل التوزيع الطبيعي لتقريب احتمال ألّّا يزيد عدد المرضى الذين يتجاهلون تعليمات الطبيب 

على 25 مريضًا.
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 � إذا كان: X~N (40, σ2 )، وكان احتمال أنْ يزيد الوســط الحسابي لعيِّنة، حجمها 10 مُشاهَدات، على 42 هو 0.1،  10 

.σ فأجد قيمة

 �زراعة: يُمكِن نمذجة كمية الحليب )باللتر( الذي تُنتجِه إحدى مزارع الأبقار يوميًّا بتوزيع  11 

نة من  طبيعي، وسطه الحســابي μ، وانحرافه المعياري 6. إذا اختيرت عيِّنة عشوائية مُكوَّ
20 يومًا، وكان احتمال أنْ يزيد الوســط الحســابي لكمية إنتاج الحليب يوميًّا في العيِّنة 

.μ 30 هو 0.25، فأجد قيمة L على

 �بحوث اجتماعية: أشارت التقديرات إلى أنَّ %7 من سُكّان إحدى المدن يستعملون أيديهم اليسرى. إذا أُخِذت عيِّنة  12 

عشــوائية من المجتمع، حجمها n شخصًا، وكان العدد المُتوقَّع للأشــخاص الذين يستعملون أيديهم اليسرى في 
العيِّنة 2، فأجد الانحراف المعياري للعيِّنة.

مهارات التفكير العليا

مين لاختبار القدرات هو 74.5، وكان الانحراف المعياري لها هو 6،   �تبرير: إذا كان الوسط الحسابي لعلامات المُتقدِّ 13 

واختيرت عيِّنة عشــوائية شــملت 36 علامة اختبار، فأجد احتمال ألّّا يزيد البُعْد بين الوسط الحسابي للعلامات في 
ر إجابتي. العيِّنة والوسط الحسابي للمجتمع على علامة واحدة، ثمَّ أُبرِّ

\

ــع،  ــن المجتم ــوائية م ــة عش ــذت عيِّن ــو 8.2، وأُخِ ــوائي X ه ــر العش ــاري للمُتغيِّ ــراف المعي : إذا كان الانح ــدٍّ  �تح 14 

حجمهــا 100 مُشــاهَدة، فأجــد احتمــال أنْ يقــلَّ الفــرق بيــن الوســط الحســابي للمجتمــع والوســط الحســابي 
للعيِّنــة عــن 0.2
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	�ترغب شــركة شحن في تقدير الوسط الحسابي للزمن الذي تستغرقه   مسألة اليوم � 
الطرود للوصول إلى العميل، فأجرت دراسة على 200 طرد عشوائيًّا، 
لتجد أنَّ الوسط الحسابي للزمن اللازم لوصول الطرد إلى العميل هو 
رت أنَّ الوســط الحســابي يتراوح بين 3.5 أيام  3.8 أيام، ومن ثَمَّ قدَّ

لت إليه الشركة؟  و4.1 أيام. ماذا يعني التقدير الذي توصَّ

مستوى الثقة

تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ الإحصاء الاستدلالي هو أحد فرعي علم الإحصاء )الفرع الآخر هو الإحصاء 
الوصفي(، وأنَّه يُستعمَل لاستخلاص اســتنتاجات عن المجتمع كلِّه باستعمال عيِّنة عشوائية 

مختارة منه.

فإذا كان لدينا مجتمع ما، وأردنا تقريب الوسط الحســابي للمجتمع )المَعلَمة(، فإنَّنا سنختار 
عيِّنة عشوائية من المجتمع، ثمَّ نجد الوسط الحسابي لهذه العيِّنة )الإحصائي(.

بوجه عام، لا توجد أيُّ معلومات دقيقة عن مدى قرب هذا الإحصائي من المَعلَمة؛ لذا سنعمل 
على إيجاد فترة من الأعداد الحقيقية باستعمال الوسط الحسابي للعيِّنة، وسيكون لدينا مستوى 
مُعيَّــن من الثقة بأنَّ هذه الفترة ســتحتوي على المَعلَمة التي نبحــث عنها، ولكنْ لا يوجد أيُّ 

ضمان لأنْ تكون المَعلَمة واقعة ضمن هذه الفترة.

د من أنَّ فترة التقدير  ح مدى التأكُّ ف مســتوى الثقة (confidence level) بأنَّه نسبة تُوضِّ يُعرَّ
)وهي فترة من الأعــداد الحقيقية( تحتوي على القيمة الحقيقية لمَعلَمة مُعيَّنة للمجتمع. وهي 

.c تُكتَب غالبًا بوصفها نسبة مئوية، مثل: %90، و%95، و%99، ويُرمَز إليها بالحرف

فترات الثقة
Confidence Intervals

م أتعلَّ

لا يوجــد أيُّ ضمان لأنْ 
تكــون معلومــات العيِّنة 

المُمثِّلة للمجتمع دقيقة.
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يُمكِن استعمال التوزيع الطبيعي المعياري لتمثيل مســتوى الثقة إذا كان الانحراف المعياري 
للمجتمــع )σ( معروفًــا، وكان للمجتمع توزيع طبيعــي، أو إذا كان حجم العيِّنــة كبيرًا )أيْ 

n ≥ 30( لتحقيق التقريب الطبيعي كما تعلَّمْتُ في الدرس السابق.

نا واثقون بنسبة c أنَّ الوسط الحسابي للمجتمع  كما يشــير الاسم؛ فإنَّ مســتوى الثقة c يعني أنَّ
نا لو أعدنا تجربة اختيار عيِّنة من الحجم نفسه،  ســيكون واقعًا ضمن فترة مُعيَّنة. وهذا يعني أنَّ
رنا هذه العملية عددًا كبيرًا من المَرّات؛ فإنَّ c )بوصفها  وأوجدنا فترات التقدير لكل عيِّنة، وكرَّ

نسبة( من هذه الفترات تقريبًا ستحتوي على القيمة الحقيقية للوسط الحسابي للمجتمع.

نا نبدأ بإيجاد ما يُسمّى القيمة الحرجة (critical value)؛ وهي قيمة  لإيجاد فترات التقدير، فإنَّ
معيارية z )موجبة( مُرتبطِة بمستوى الثقة المنشود بصرف النظر عن المجتمع أو العيِّنة.

لإيجاد هــذه القيمة الحرجة، فإنَّنــا نجد z، حيــث: P(-z < Z < z) = c، علمًا بأنَّ Z هو 
المُتغيِّر العشوائي الطبيعي المعياري.

على ســبيل المثال، إيجاد القيمة الحرجة المُرتبطِة بمســتوى الثقة 95% (c = 0.95) يتطلَّب 
البحث عن قيمة z الموجبة، حيث: P(-z < Z < z) = 2P(Z<z)-1 = 0.95. وبالرجوع 

 .z = 1.96 َّإلى جدول التوزيع الطبيعي المعياري، يتبيَّن أن

يُبيِّن الجدول الآتي أكثر مستويات الثقة استعمالًًا والقِيَم الحرجة المُقابلِة لها:

مستوى الثقةقيمة z الحرجة

1.6490%

1.9695%

2.5799%

مستو￯ ثقة بنسبة 99%
مستو￯ ثقة بنسبة 95%

مستو￯ ثقة
بنسبة 90%

Z

2.
57

2.
5%

2.
5%

2%2%

1.
96

1.
64

-
1.

64

-
1.

96

-
2.

57

م أتعلَّ

ية خارج  المســاحة المُتبقِّ
نطــاق z- وz )فــي 
c-1؛ أيْ  الطرفين( هي: 
إنَّ كل طرف يحتوي على 

. 1 - c

2
مساحة نسبتها 
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الحدُّ الأقصى لخطأ التقدير للوسط الحسابي لمجتمع انحرافه المعياري معلوم

ف الحدُّ الأقصى لخطأ التقدير (maximum error of estimate) بأنَّه أكبر فرق مُمكِن  يُعرَّ
بين المَعلَمة والإحصائي المُستعمَل في التقدير بمستوى ثقة مُعيَّن، ويُرمَز إليه بالحرف E. عند 
تقدير الوسط الحسابي لمجتمع انحرافه المعياري معلوم، يُمكِن حساب الحدِّ الأقصى لخطأ 

التقدير باستعمال القاعدة التي يُبيِّنها صندوق )مفهوم أساسي( الآتي.

يُمكِن إيجاد الحدِّ الأقصى لخطأ التقدير E عند تقدير الوســط الحســابي μ لمجتمع ما 
بمستوى ثقة مُعيَّن باستعمال القاعدة الآتية:

E = z × 
σ

√n
حيث:

z: القيمة الحرجة التي تُقابلِ مستوى ثقة مُعيَّناً.

σ: الانحراف المعياري للمجتمع.

n: حجم العيِّنة؛ شــرط أنْ يكون n ≥ 30 إذا لم يكــن المجتمع طبيعيًّا؛ لضمان إمكانية 

استعمال التوزيع الطبيعي المعياري أساسًا لتقدير الخطأ.

الحدُّ الأقصى لخطأ التقدير للوسط الحسابي 
لمجتمع انحرافه المعياري معلوم مفهوم أساسي

م أتعلَّ

القاعــدة  لاســتعمال 

المجاورة، يجب أنْ يكون 
الانحــراف المعيــاري 
للمجتمــع معلومًــا، وأنْ 
يكــون توزيــع المجتمع 
ـا، أو أنْ يكــون  طبيعيّـً

.n ≥ 30

 مثال 1 : من الحياة  

فواتير كهرباء: في اســتطلاع أُجرِي في إحدى المدن، وشمل عيِّنة 
عشوائية قِوامها 75 أُسْــرة، تبيَّن أنَّ الوسط الحسابي لقيمة فاتورة 

الكهرباء الشهرية هو JD 62. ووَفقًا لبيانات شــركة الكهرباء، فإنَّ الانحراف المعياري لقيمة 
الفاتورة في هذا المجتمع هو JD 14. أســتعمل مستوى ثقة %99 لإيجاد الحدِّ الأقصى لخطأ 

ر معنى الناتج.  التقدير للوسط الحسابي لقِيَم فواتير الكهرباء الشهرية لأسَُر المدينة، ثمَّ أُفسِّ

بما أنَّ مستوى الثقة %99، فإنَّ قيمة z الحرجة المُقابلِة لهذا المستوى هي: 2.57

	صيغة الحدِّ الأقصى لخطأ التقدير للوسط الحسابي E = z × 
σ

√n

z = 2.57, σ = 14, n = 75 بتعويض	 = 2.57 × 
14

√75

	بالتبسيط ≈ 4.15

م أتعلَّ

أُلاحِــظ أنَّ الانحــراف 
المعيــاري للمجتمــع 
معلــوم، وأنَّ حجــم 
n ≥ 30؛ لــذا  العيِّنــة 
 يُمكِن اســتعمال القاعدة:
 × E = z لإيجــاد 

σ

√n

الحــدِّ الأقصــى لخطــأ 
التقدير للوسط الحسابي 

للمجتمع.
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دًا( أنَّ الوسط الحسابي μ لقِيَم  وهذا يعني أنَّني أكون واثقًا بما نســبته %99 )لكنَّني لسْتُ مُتأكِّ
فواتير الكهرباء الشــهرية في المجتمع كاملًًا لن يبتعد أكثر من JD 4.15 عن الوسط الحسابي 

.JD 62 للعيِّنة البالغ

ق من فهمي أتحقَّ

مواصلات عامــة: في دراســة أُجرِيت في إحــدى المدن، 
وشملت عيِّنة عشوائية قِوامها 60 شــخصًا، تبيَّن أنَّ الوسط 
ا على المواصلات العامة هو  الحســابي لمِا يُنفِقه الفرد شهريًّ
JD 48. ووَفقًا للبيانات الرسمية في المدينة، فإنَّ الانحراف 

ا على المواصلات العامة في هذه المدينة هو JD 12. أستعمل  المعياري لمِا يُنفِقه الفرد شــهريًّ
مســتوى ثقة %90 لإيجاد الحدِّ الأقصى لخطأ التقدير للوســط الحســابي لإنفاق الفرد )في 

ر معنى الناتج. ا، ثمَّ أُفسِّ المدينة( على المواصلات العامة شهريًّ

الحدُّ الأقصى لخطأ التقدير للوسط الحسابي لمجتمع انحرافه المعياري غير معلوم

تعلَّمْتُ في المثال الســابق إيجاد الحدِّ الأقصى لخطأ التقدير E للوســط الحســابي لمجتمع 
انحرافــه المعياري معلوم. ولكــنْ، إذا كان الانحراف المعياري للمجتمــع غير معلوم، فإنَّه 
يُمكِن استعمال الانحراف المعياري للعيِّنة s بدلًًا من الانحراف المعياري للمجتمع σ لإيجاد 

.n ≥ 30 ؛ شرط أنْ يكون حجم العيِّنةE قيمة

م أتعلَّ

أُلاحِظ أنَّه تمَّ اســتعمال 
القاعدة الســابقة نفسها، 
باســتثناء استعمال s بدلًًا 
من σ؛ لأنَّها غير معلومة؛ 

.n ≥ 30 شرط أنْ يكون

يُمكِن إيجاد الحدِّ الأقصى لخطأ التقدير E للوســط الحســابي μ لمجتمع ما باستعمال 
القاعدة الآتية:

E = z × 
s

√n

حيث:
z: القيمة الحرجة التي تُقابلِ مستوى ثقة مُعيَّناً.

s: الانحراف المعياري للعيِّنة. 

.n ≥ 30 حجم العيِّنة؛ شرط أنْ يكون :n

الحدُّ الأقصى لخطأ التقدير للوسط الحسابي 
لمجتمع انحرافه المعياري غير معلوم مفهوم أساسي
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 مثال 2 : من الحياة  

ــدول،  ــدى ال ــي إح ــت ف ــة أُجرِي ــي دراس ــوم: ف ــاعات ن س
ــئلِ  ــا، سُ ــخصًا بالغً ــا 40 ش ــوائية قِوامه ــة عش ــملت عيِّن وش
ة نومهــم ليــاً، فتبيَّــن أنَّ الوســط  هــؤلاء الأشــخاص عــن مُــدَّ

ــاعة.  ــن الس ــو 0.78 م ــاري ه ــراف المعي ــاعات، وأنَّ الانح ــو 7.1 س ــك ه ــابي لذل الحس
ــابي  ــط الحس ــر للوس ــأ التقدي ــى لخط ــدِّ الأقص ــاد الح ــة %95 لإيج ــتوى ثق ــتعمل مس أس

ــج.  ــى النات ــر معن ــمَّ أُفسِّ ــة، ث ــك الدول ــي تل ــن ف ــخاص البالغي ــوم الأش ة ن ــدَّ لمُ

بما أنَّ مستوى الثقة %95، فإنَّ قيمة z الحرجة المُقابلِة لهذا المستوى هي: 1.96 

	صيغة الحدِّ الأقصى لخطأ التقدير للوسط الحسابي E = z × 
s

√n

z = 1.96, s = 0.78, n = 40 بتعويض	 = 1.96 × 
0.78

√40

	بالتبسيط ≈ 0.24

دًا( أنَّ الوسط الحسابي μ لعدد  وهذا يعني أنَّني أكون واثقًا بما نســبته %95 )لكنَّني لسْتُ مُتأكِّ
ســاعات نوم المجتمع لن يبتعد أكثر من 0.24 من الســاعة عن الوسط الحسابي للعيِّنة البالغ 

7.1 ساعات.

  ق من فهمي أتحقَّ

إنترنت: في دراســة أُجرِيت في إحدى الدول، وشــملت عيِّنة 
عشــوائية قِوامها 50 شــخصًا بالغًا، سُــئِل هؤلاء الأشخاص 
عن عدد ســاعات تصفُّحهم وســائل التواصــل الاجتماعي 
يوميًّا، فتبيَّن أنَّ الوســط الحسابي لذلك هو 3.8 ساعات، وأنَّ 
الانحراف المعياري هو 0.65 من الساعة. أستعمل مستوى ثقة 

ح فيها  %95 لإيجاد الحدِّ الأقصى لخطأ التقدير للوســط الحسابي لعدد الساعات التي يتصفَّ

ر معنى الناتج.  الأشخاص البالغون في تلك الدولة وسائل التواصل الاجتماعي يوميًّا، ثمَّ أُفسِّ

م أتعلَّ

أُلاحِــظ أنَّ الانحــراف 
المعيــاري للمجتمــع 
غير معلــوم، وأنَّ حجم 
n ≥ 30؛ لــذا  العيِّنــة 
يُمكِن استعمال القاعدة: 
 × E = z لإيجــاد 

s

√n

الحــدِّ الأقصــى لخطــأ 
التقدير للوسط الحسابي 

للمجتمع.
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الوحدة 6

فترة الثقة للوسط الحسابي لمجتمع انحرافه المعياري معلوم

ف فترة الثقــة (confidence interval) بأنَّهــا المدى الذي يُحتمَــل أنْ يحتوي على  تُعــرَّ
المَعلَمة الحقيقية اســتنادًا إلى بيانــات العيِّنة، ويُرمَز إليها بالرمــز CI. يُمكِن إيجاد فترة الثقة 

.x  وطرحه من الإحصائي E للوسط الحسابي بإضافة الحدِّ الأقصى لخطأ التقدير

يُمكِن إيجاد فترة الثقة للوســط الحســابي لمجتمع انحرافه المعياري معلوم كما هو مُبيَّن في 
صندوق )مفهوم أساسي( الآتي.

ر أتذكَّ

إذا كان المجتمع الأصلي 
طبيعيًّــا، فلا يُشــترَط أنْ 
يكــون حجــم العيِّنــة 

.n ≥ 30

يُمكِن إيجاد فترة الثقة للوسط الحسابي μ لمجتمع ما باستعمال القاعدة الآتية:

x  - E < μ < x + E    or    x  - z × 
σ

√n
 < μ < x  + z × 

σ

√n

E = z × σ
√n

E = z × σ
√n

x + E

Cl

x - E x

حيث:

z: القيمة الحرجة التي تُقابلِ مستوى ثقة مُعيَّناً.  

σ: الانحراف المعياري للمجتمع. 

 x: الوسط الحسابي للعيِّنة. 

n: حجم العيِّنة؛ شرط أنْ يكون n ≥ 30 إذا لم يكن المجتمع طبيعيًّا.

فترة الثقة للوسط الحسابي لمجتمع انحرافه المعياري معلوم مفهوم أساسي

 مثال 3 : من الحياة  

مبيعات: في استطلاع شمل 20 موظف مبيعات اختيروا عشوائيًّا من موظفي إحدى الشركات، 
ة المكالمة الهاتفية الواحدة مع العميل هو 15 دقيقة. إذا افترضْتُ  تبيَّن أنَّ الوسط الحسابي لمُدَّ
أنَّ التوزيع طبيعي، وأنَّ انحرافه المعياري 3 دقائق، فأجد فترة الثقة بمســتوى %90 للوســط 

ر معنى الناتج. ة مكالمات موظفي المبيعات، ثمَّ أُفسِّ الحسابي لمُدَّ
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الخطوة 1: أجد الحدَّ الأقصى لخطأ التقدير للوسط الحسابي للمجتمع.

بما أنَّ مستوى الثقة %90، فإنَّ قيمة z الحرجة المُقابلِة لهذا المستوى هي: 1.64

	صيغة الحدِّ الأقصى لخطأ التقدير للوسط الحسابي E = z × 
σ

√n

 z = 1.64, σ = 3, n = 20 بتعويض	 = 1.64 × 
3

√20

	بالتبسيط ≈ 1.1

الخطوة 2: أجد فترة الثقة.

x - E < μ < x + E	صيغة فترة الثقة للوسط الحسابي

E = 1.1, x = 15 بتعويض	1.1 - 15 < μ  < 15 + 1.1

μ  < 16.1  > 13.9	بالتبسيط

13.9 < μ < 16.1 :إذن، فترة الثقة بمستوى %90 هي

ة  دًا( أنَّ الوسط الحسابي لمُدَّ وهذا يعني أنَّني أكون واثقًا بما نســبته %90 )لكنَّني لسْــتُ مُتأكِّ
المكالمة الهاتفية الواحدة للمجتمع μ يقع بين 13.9 دقيقة و16.1 دقيقة.

  ق من فهمي أتحقَّ

ق: في دراسة أُجرِيت على عيِّنة تضمُّ 25 شخصًا اختيروا عشوائيًّا من زبائن أحد المراكز  تســوُّ
التجارية، تبيَّن أنَّ الوســط الحســابي لمِا أنفقه الزبون في ذلك اليوم هو JD 70. إذا افترضْتُ 
أنَّ التوزيع طبيعي، وأنَّ انحرافه المعياري JD 12، فأجد فترة الثقة بمســتوى %95 للوســط 

ر معنى الناتج. الحسابي لمِا أنفقه زبائن المركز التجاري في ذلك اليوم، ثمَّ أُفسِّ

م أتعلَّ

أُلاحِــظ أنَّ الانحــراف 
المعيــاري للمجتمــع 
ـع  معلــوم، وأنَّ توزيـ
المجتمــع طبيعــي؛ لذا 
يُمكِن استعمال القاعدة: 
 × E = z لإيجــاد 

σ

√n

الحــدِّ الأقصــى لخطــأ 
التقدير للوسط الحسابي 

للمجتمع.

رموز رياضية

يُمكِنني كتابــة فترة الثقة 
في المثــال المجاور في 
 ،(13.9, 16.1) صــورة 
وكذلــك كتابة هذه الفترة 
بوصفها فتــرة مفتوحة أو 

فترة مُغلَقة.

فترة الثقة للوسط الحسابي لمجتمع انحرافه المعياري غير معلوم

يُمكِن إيجاد فترة الثقة للوسط الحسابي لمجتمع انحرافه المعياري غير معلوم كما هو مُبيَّن في 
صندوق )مفهوم أساسي( الآتي.
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الوحدة 6

يُمكِن إيجاد فترة الثقة للوسط الحسابي μ لمجتمع ما باستعمال القاعدة  الآتية:

x - E < μ < x + E    or    x - z × 
s

√n
 < μ < x + z × 

s

√n

E = z × s
√n

E = z × s
√n

x + E

Cl

x - E x

حيث:
z: القيمة الحرجة التي تُقابلِ مستوى ثقة مُعيَّناً.  

s: الانحراف المعياري للعيِّنة. 

x: الوسط الحسابي للعيِّنة.

.n ≥ 30 حجم العيِّنة؛ شرط أنْ يكون :n

فترة الثقة للوسط الحسابي لمجتمع انحرافه المعياري غير معلوم مفهوم أساسي

 مثال 4 : من الحياة  

إنتاج: في دراســة أجراها قسم الجودة في أحد مصانع تعبئة أكياس 
نة من 200 كيس، تبيَّن أنَّ  الطحين، وشــملت عيِّنة عشــوائية مُكوَّ
الوسط الحســابي لكتل العيِّنة هو g 248، وأنَّ الانحراف المعياري 
لتلــك العيِّنة هــو g 17. أجد فترة الثقة بمســتوى %99 للوســط 

ر معنى الناتج.  الحسابي لكتل أكياس الطحين التي تُعبِّئها الشركة، ثمَّ أُفسِّ

الخطوة 1: أجد الحدَّ الأقصى لخطأ التقدير للوسط الحسابي للمجتمع.

بما أنَّ مستوى الثقة %99، فإنَّ قيمة z الحرجة المُقابلِة لهذا المستوى هي: 2.57

	صيغة الحدِّ الأقصى لخطأ التقدير للوسط الحسابي E = z × 
s

√n

z = 2.57, s = 17, n = 200 بتعويض	 = 2.57 × 
17

√200

	بالتبسيط ≈ 3.1

م أتعلَّ

أُلاحِــظ أنَّ الانحــراف 
المعيــاري للمجتمــع 
غير معلــوم، وأنَّ حجم 
n ≥ 30؛ لــذا  العيِّنــة 
يُمكِن استعمال القاعدة: 
 × E = z لإيجــاد 

s

√n

الحــدِّ الأقصــى لخطــأ 
التقدير للوسط الحسابي 

للمجتمع.
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الخطوة 2: أجد فترة الثقة.

x - E < μ < x + E	صيغة فترة الثقة للوسط الحسابي

E = 3.1, x  = 248 بتعويض	3.1 - 248 < μ < 248 + 3.1

μ < 251.1 > 244.9	بالتبسيط

244.9 < μ < 251.1 :إذن، فترة الثقة بمستوى %99 هي

دًا( أنَّ الوسط الحسابي لكتل  وهذا يعني أنَّني أكون واثقًا بما نســبته %99 )لكنَّني لسْــتُ مُتأكِّ
251.1 g244.9 و g يقع بين μ أكياس الطحين للمجتمع

  ق من فهمي أتحقَّ

إنتاج: في دراســة أجراها قســم الجودة في أحد مصانع إنتاج العصير، وشملت عيِّنة عشوائية 
 ،330 mL نة من 150 عُلْبة، تبيَّن أنَّ الوســط الحســابي لكمية العصير في عُلَب العيِّنة هو مُكوَّ
وأنَّ الانحراف المعياري لها هو mL 15. أجد فترة الثقة بمســتوى %99 للوســط الحســابي 

ر معنى الناتج. لكمية العصير في العُلَب التي يُنتجِها المصنع، ثمَّ أُفسِّ

ص عملية إيجاد فترات الثقة: يُبيِّن الرسم التوضيحي الآتي مُلخَّ

σ هل
معلومة؟

هل المجتمع
طبيعي؟

أستعمل التوزيع
الطبيعي المعياري

Yes

Yes

Yes

No
No

هل n ≥ 30؟

إيجاد فترات الثقة ص المفهوم مُلخَّ

ص عملية إيجاد فترات الثقة. ص المفهوم( الآتي مُلخَّ يُبيِّن صندوق )مُلخَّ
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الوحدة 6

الحدُّ الأدنى لحجم العيِّنة اللازم لإجراء تقدير دقيق

يرتبــط تحديد حجم العيِّنة )n( ارتباطًا وثيقًا بالتقدير الإحصائي؛ إذ يُطرَح غالبًا ســؤال يتعلَّق 
ة.  قَّ بتحديد الحدِّ الأدنى لحجم العيِّنة المطلوب للحصول على تقدير يمتاز بدرجة كافية من الدِّ
للإجابة عن هذا الســؤال، تُستعمَل علاقة رياضية تتطلَّب معرفة ثلاث معلومات أساسية، هي: 
الحدُّ الأقصى المسموح به لخطأ التقدير )E(، والانحراف المعياري للمجتمع )σ(، ومستوى 

الثقة المرغوب )c( الذي تُستخلَص منه القيمة الحرجة )z(، وذلك على النحو الآتي:

	 صيغة الحدِّ الأقصى لخطأ التقدير للوسط الحسابي E = z × 
σ

√n

 √n بضرب طرفي المعادلة في	 E × √n = z × σ

E بقسمة طرفي المعادلة على	 √n = 
z × σ

E

	بتربيع طرفي المعادلة  n = ( 
z σ

E
 )

2

يُمكِن إيجاد الحدِّ الأدنى لحجم العيِّنة المطلوب عند إيجاد فترة الثقة للوســط الحسابي 
للمجتمع باستعمال القاعدة الآتية:

n = ( 
z σ

E
 )

2

حيث:

n: حجم العيِّنة.

z: القيمة الحرجة التي تُقابلِ مستوى ثقة مُعيَّناً.

σ: الانحراف المعياري للمجتمع. 

E: الحدُّ الأقصى لخطأ التقدير للوسط الحسابي.

الحدُّ الأدنى لحجم العيِّنة مفهوم أساسي
م أتعلَّ

لا يُمكِــن لحجــم العيِّنة 
أنْ يكون كســرًا؛ لذا عند 
إيجاد الحدِّ الأدنى لحجم 
ب الناتج إلى  العيِّنة، أُقــرِّ

الأعلى.
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 مثال 5 : من الحياة  

صيانة ســيّارات: يرغب مالك مركز لصيانة السيّارات في تحديد 
الوسط الحسابي لأسعار تغيير زيت الســيّارة للمحالِّ المُنافسِة 
في منطقته. أجد الحدَّ الأدنى لحجم العيِّنة التي يتعيَّن على مالك 
المركز اختيارها ليكون تقديره دقيقًا بنســبة %90، وبحدٍّ أقصى 

للخطأ مقداره JD 1.5 )بافتراض أنَّ الانحراف المعياري لتكلفة تغيير الزيت بين مراكز الصيانة 
 .)JD 5 في المنطقة هو

	صيغة الحدِّ الأدنى لحجم العيِّنة n = ( 
z σ

E
 )

2

z = 1.64, E = 1.5, σ = 5 بتعويض	 = ( 
1.64 × 5

1.5
 )

2 

= 29.88

	بتقريب الناتج إلى الأعلى ≈ 30

؛ لضمان مســتوى ثقة  إذن، يجب أنْ تشــمل العيِّنة العشــوائية المختارة 30 مركزًا على الأقلِّ
.JD 1.5 90، وهامش خطأ لا يتجاوز%

  ق من فهمي أتحقَّ

مطاعم: ترغب إدارة أحد المطاعم في تقدير الوســط الحسابي للزمن الذي يقضيه الزبائن في 
إنهــاء وجبة الغداء. أجد الحدَّ الأدنــى لحجم العيِّنة التي يتعيَّن علــى إدارة المطعم اختيارها 
ليكون تقديرها دقيقًا بنسبة %99، وبحدٍّ أقصى للخطأ مقداره 4 دقائق )بافتراض أنَّ الانحراف 

ة تناول الوجبة هو 11.3 دقيقة(. المعياري لمُدَّ

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

 �خدمة عملاء: في دراســة شــملت 10 موظفين من قســم خدمة العملاء في شــركة تعمل في مجال الاتصالات،  1 

تمَّ تســجيل عدد المكالمات الهاتفية التي يَردُّ فيها كل موظف يوميًّا على استفســارات العمــاء أو يتولّى فيها حلَّ 
مشــكلاتهم. وقد تبيَّن أنَّ الوســط الحســابي لعدد المكالمات التي يســتقبلها الموظف هو 30 مكالمة يوميًّا. إذا 
افترضْتُ أنَّ التوزيع طبيعي، وأنَّ انحرافه المعياري 5 مكالمات، فأســتعمل مستوى ثقة %95 لإيجاد الحدِّ الأقصى 

ر معنى الناتج. لخطأ التقدير للوسط الحسابي لعدد المكالمات اليومية لموظفي قسم خدمة العملاء، ثمَّ أُفسِّ
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الوحدة 6

 �صيدليات: في دراســة شــملت عيِّنة عشــوائية قِوامها 35 شــخصًا من مراجعي  2 

ا على الأدوية  إحدى الصيدليات، تبيَّن أنَّ الوســط الحسابي لمِا يُنفِقه الفرد شهريًّ
هــو JD 38، وأنَّ الانحراف المعياري هو JD 10. أســتعمل مســتوى ثقة 90% 
لإيجاد الحدِّ الأقصى لخطأ التقدير للوســط الحسابي لإنفاق الفرد )من مراجعي 

ر معنى الناتج.  ا، ثمَّ أُفسِّ الصيدلية( على الأدوية شهريًّ

 �حِبال: في دراســة لعيِّنة عشــوائية شــملت 50 حبلًًا من إنتاج أحد المصانع، تبيَّن أنَّ الوسط الحسابي لأطوالها هو  3 

cm 501. إذا افترضْــتُ أنَّ الانحراف المعياري لأطوال الحِبــال التي يُنتجِها المصنع هو cm 0.3، فأجد فترة الثقة 

ر معنى الناتج. بمستوى %94 للوسط الحسابي لأطوال الحِبال التي يُنتجِها المصنع، ثمَّ أُفسِّ

 �حلويات: تتبع كتل كعكات الجوز التي يَصْنعها أحد محالِّ الحلويات توزيعًا طبيعيًّا  4 

نة من 12 كعكة، فتبيَّن أنَّ الوسط  انحرافه المعياري g 20. أُخِذت عيِّنة عشوائية مُكوَّ
الحســابي لكتلها هو g 460. أجد فترة الثقة بمستوى %96 للوسط الحسابي لكتل 

ر معنى الناتج.  كعكات الجوز التي يَصْنعها المحل، ثمَّ أُفسِّ

 �بيض: أُخِذت عيِّنة عشــوائية شــملت 125 بيضة من إنتاج إحدى المَزارع، فتبيَّن أنَّ  5 

الوسط الحســابي لكتل العيِّنة هو g 58، وأنَّ الانحراف المعياري لها هو g 5. أجد 
فترة الثقة بمســتوى %98 للوسط الحســابي لكتل البيض الذي تُنتجِه المزرعة، ثمَّ 

ر معنى الناتج.  أُفسِّ

 �هواتف ذكية: يرغب مسؤول التسويق بإحدى شــركات الهواتف الذكية في تقدير الوسط الحسابي لعدد التطبيقات  6 

هة. إذا كان هدف المســؤول هو الحصول على مستوى  التي يســتعملها العميل يوميًّا قبل إطلاق حملة إعلانية مُوجَّ
ثقة %90، وأنْ يكون الوسط الحسابي لعدد التطبيقات التي يستعملها العملاء يوميًّا ضمن 1.5 ± تطبيق من الوسط 
الحســابي للعيِّنة، فأجد حجم العيِّنة اللازم لتحقيق هذا الهدف )بافتــراض أنَّ الانحراف المعياري لعدد التطبيقات 

المُستعمَلة يوميًّا هو 9 تطبيقات(.
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ة: تتبع مستويات الكوليســترول في دم المرضى الذين يُراجِعون أحد الأطبّاء   �صِحَّ 7 

توزيعًا طبيعيًّا انحرافــه المعياري mmol/L 0.6. يرغب الطبيب أنْ يكون تقديره 
للوسط الحسابي لمستوى الكوليســترول في دم مرضى عيادته دقيقًا بنسبة 95%، 

وبحدٍّ أقصى للخطأ مقداره 0.8. أجد الحدَّ الأدنى لحجم العيِّنة التي يتعيَّن على الطبيب اختيارها من مرضاه. 

ة التي تقضيها طالباتها في أداء واجباتهن المدرســية في مبحث الرياضيات  ق من المُدَّ  �تعليم: ترغب مُعلِّمة في التحقُّ 8 

نت عدد الدقائق x التي تؤدّي فيها كل طالبة واجبها المدرسي  أسبوعيًّا، فاختارت عيِّنة عشوائية تضمُّ 50 طالبة، ثمَّ دوَّ
خلال أيام الأسبوع، وقد أمكن للمُعلِّمة الحصول على المعلومات الإحصائية الآتية:

∑ x
i
 = 3012 , ∑ x

i
 2 = 189354

أجد فترة الثقة بمســتوى %99 للوســط الحســابي لعدد الدقائق التي تقضيها جميع الطالبات )اللاتي يَدْرســن عند هذه 
ر معنى الناتج. المُعلِّمة( في أداء واجباتهن المدرسية على مدار الأسبوع، ثمَّ أُفسِّ

مهارات التفكير العليا

تبرير: تتبع أطوال الرجال )بالسنتيمتر( في أحد المجتمعات توزيعًا طبيعيًّا. أُخِذت عيِّنة عشوائية تضمُّ 200 رجل، وحُسِبت 
ر إجابتي: فترة الثقة للوسط الحسابي للمجتمع بمستوى %98، فكانت: μ ≤ 182.6 ≥ 179.2. أجد كُلًّاًّ ممّا يأتي، ثمَّ أُبرِّ

 الوسط الحسابي للعيِّنة.  9 

 الانحراف المعياري للمجتمع. 10 

 فترة الثقة بمستوى %95 للوسط الحسابي للمجتمع. 11 

: أُخِذت عيِّنة عشــوائية قِوامها 50 عُلْبة بســكويت من إنتاج أحد المصانع، وقيســت الكتلــة m )بالغرام( لكل حبَّة  تحدٍّ
بسكويت، وقد أمكن للمصنع الحصول على المعلومات الإحصائية الآتية:

∑ m
i
 = 15924,  ∑ m

i

2 = 5085213

 أجد فترة الثقة بمستوى %92 للوسط الحسابي للمجتمع. 12 

.x للوسط الحسابي للمجتمع هو 10، فأجد قيمة x% إذا كان طول فترة الثقة بمستوى  13 
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الدرس

4
اختبار الفرضيات

Hypotheses Testing

ف الفرضية الصفرية والفرضية البديلة، وكتابتهما لادِّعاء ما.  تعرُّ · 	  فكرة الدرس � 
ل( والنــوع II )النوع الثاني( من الأخطاء التي يُمكِن الوقوع بها عند  ف النوع I )النوع الأوَّ  �تعرُّ · 			 

اتِّخاذ قرارات بخصوص الفرضية الصفرية.
ف اختبارات الأهمية الثلاثــة: اختبار أُحادي الطرف يميناً، واختبار ثنائي الطرف، واختبار   �تعرُّ · 			 

أُحادي الطرف يسارًا.
 إجراء اختبارات الأهمية الثلاثة. · 			 

	�اختبار الفرضية، الفرضية الصفرية، الفرضية البديلة، الخطأ من النوع I، الخطأ من النوع II، مستوى   المصطلحات � 
الدلالة، المنطقة الحرجة، اختبار أُحادي الطرف يميناً، اختبار ثنائي الطرف، اختبار أُحادي الطرف يسارًا.

عي إحدى الشركات أنَّ الوسط الحسابي لكتلة قطعة الشوكولاتة  	�تَدَّ  مسألة اليوم � 
رت هيئــة رقابة الجودة  . ولهذا قرَّ في عُلَبها هــو g 100 على الأقلِّ
ة ادِّعاء الشــركة، بعدما وردت إليها شــكاوى من  ــق من صِحَّ التحقُّ

بعض المُســتهلِكين تفيد بأنَّ قطع الشوكولاتة التي تُنتجِها الشركة أخفُّ ممّا هو مُعلَن. كيف يُمكِن 
ة ادِّعاء الشركة؟  ق من صِحَّ لهيئة رقابة الجودة التحقُّ

الفرضية الصفرية والفرضية البديلة

فْــتُ فــي الدرس الســابق فتــرة الثقــة وأهميتها فــي إيجاد تقدير للوســط الحســابي  تعرَّ
ف في هذا الــدرس اختبار الفرضية  للمجتمع عن طريق الوســط الحســابي للعيِّنة، وســأتعرَّ
ة ادِّعاء مُعيَّن عن  (hypothesis testing)؛ وهو أسلوب إحصائي يُستعمَل لتقييم مدى صِحَّ

مَعلَمة في المجتمع الإحصائي، مثل الوسط الحسابي.
ل زوجًا من  لًًا بصياغة الادِّعاء في صورة عبارة رياضية، ثمَّ نُشكِّ لإجراء اختبار الفرضية، نبدأ أوَّ

الفرضيات، هما: 
H: عبارة رياضية تحتوي على رمز المســاواة، ·	

0
 (null hypothesis) الفرضية الصفرية

مثل: ≤، أو =، أو ≥، وتُمثِّل الادِّعاء الأساســي الــذي نرغب في اختباره، وهي تفترض 
غالبًا عدم وجود فرق، مثل عدم وجود فرق كبير بين الإحصائي والمَعلَمة. 
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H: عبارة رياضية تحتوي على رمز عدم ·	
1
 (alternative hypothesis) الفرضية البديلة

H، وتُعبِّر عن وجود فرق يتطلَّب رفض 
0
المســاواة، مثل: <، أو ≠، أو >، وتُمثِّل نقيض 

الفرضية الصفرية، مثل وجود فرق كبير بين الإحصائي والمَعلَمة.

قد يكــون الادِّعاء جزءًا من الفرضيــة الصفرية، أو جزءًا من الفرضيــة البديلة. يُبيِّن صندوق 
)مفهوم أساسي( الآتي التركيبات المُحتمَلة للفرضيات.

إذا كان k ادِّعاءً عن قيمة الوســط الحســابي μ للمجتمــع، فإنَّ التركيبــات المُحتمَلة 
للفرضيات هي:

1   H
0
: μ = k  and  H

1
: μ ≠ k

2   H
0
: μ ≥ k  and  H

1
: μ < k

3   H
0
: μ ≤ k  and  H

1
: μ > k

فرضيات الادِّعاء مفهوم أساسي

د أيُّهما تُمثِّل الادِّعاء: أكتب الفرضية البديلة والفرضية الصفرية لكل عبارة ممّا يأتي، ثمَّ أُحدِّ

 20 g عي إحدى شركات الغذاء أنَّ لوح البروتين الجديد الذي تُنتجِه يحوي ما لا يزيد على  �تَدَّ
ط( من البروتين في اللوح الواحد. )بالمُتوسِّ

العبــارة الرياضية التي تُعبِّر عــن الادِّعاء هي: μ ≤ 20. بما أنَّ هــذه العبارة تحتوي على رمز 
: المساواة، فإنَّها تُمثِّل الفرضية الصفرية، أمّا نقيضها فهو: μ > 20. ومنه، فإنَّ

H
0
: μ ≤ 20 (الادِّعاء)    and    H

1
: μ > 20

عي إحدى شركات التوصيل أنَّها تستطيع إيصال الطرود إلى الزبائن في أقلَّ من يومين.  تَدَّ

العبــارة الرياضية التي تُعبِّر عن الادِّعاء هي: μ < 2. بما أنَّ هــذه العبارة لا تحتوي على رمز 
: المساواة، فإنَّها تُمثِّل الفرضية البديلة، أمّا نقيضها فهو: μ ≥ 2. ومنه، فإنَّ

H
0
: μ ≥ 2    and    H

1
: μ < 2  (الادِّعاء)

مثال 1

1

2

م أتعلَّ

H يُعبِّر عن 
1
أُلاحِــظ أنَّ 

.H
0
مة  مُتمِّ

ر أتذكَّ

H على 
0
يجب أنْ تحتوي 

رمز المساواة.
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الوحدة 6

وّار يوميًّا في فصل الصيف هو 1200 زائر. عي مدير متحف أنَّ الوسط الحسابي لعدد الزُّ  يَدَّ

العبارة الرياضية التــي تُعبِّر عن الادِّعاء هي: μ = 1200. بما أنَّ هذه العبارة تحتوي على رمز 
: المساواة، فإنَّها تُمثِّل الفرضية الصفرية، أمّا نقيضها فهو: μ ≠ 1200. ومنه، فإنَّ

H
0
: μ = 1200 (الادِّعاء)    and    H

1
: μ ≠ 1200

  ق من فهمي أتحقَّ

د أيُّهما تُمثِّل الادِّعاء: أكتب الفرضية البديلة والفرضية الصفرية لكل عبارة ممّا يأتي، ثمَّ أُحدِّ

مة لا يقلُّ عن  عي إدارة أحد الفنادق أنَّ الوســط الحســابي لتقييم الزبائن الخدمة المُقدَّ  �تَدَّ )a 

4.5 من 5

عي إحدى شركات تعبئة المياه أنَّ درجة حموضة المياه )pH( التي تُنتجِها تساوي 7  �تَدَّ )b 

ــط الفترة التي تحتاج إليهــا لإصلاح الأجهزة  عــي إحدى شــركات الصيانة أنَّ مُتوسِّ  �تَدَّ )c 

الإلكترونية أقلُّ من 3 أيام بعد تسلُّمها.

3

اختبار الفرضية 

H، ويُستعمَل 
0
ة ادِّعاءٍ حيال مَعلَمة في المجتمع، يُبدَأ دائمًا بالفرضية الصفرية  عند اختبار صِحَّ

الوســط الحســابي للعيِّنة، الذي يُســتخرَج من البيانات المُتوافرِة )العيِّنــة(؛ لمقارنة الادِّعاء 
H أو عدم 

0
بالوســط الحســابي المُفترَض للمجتمع، ثمَّ تُحلَّل الفروق بينهما. أمّا قرار رفض 

د مُســبَّقًا؛ فــإذا كان الفرق بين  رفضهــا فيعتمد على تحليل الفرق وَفقًا لمســتوى دلالة مُحدَّ
الوســط الحسابي للعيِّنة والوسط الحسابي المُفترَض للمجتمع كبيرًا بما يكفي ليكون ذا دلالة 
إحصائية، فإنَّ الفرضية الصفرية تُرفَض. أمّا إذا لم يكن الفرق ذا دلالة إحصائية فلا تُرفَض هذه 

الفرضية.

عنــد اختبار الفرضية الإحصائيــة، يُتوقَّع وجود أربع نتائج مُمكِنة ناتجــة من احتمالين لحالة 
الفرضيــة الصفرية )أنْ تكــون صحيحة أو غير صحيحة(، واحتماليــن للقرار الإحصائي )أنْ 
تُرفَض أو ألّّا تُرفَض( بناءً على بيانات العيِّنة. ينتج من ذلك حالتان يكون فيهما القرار صحيحًا: 
رفض الفرضية إذا كانت غير صحيحة، وعدم رفضها إذا كانت صحيحة. في مُقابلِ ذلك، توجد 
حالتان يكون فيهما القرار غير صحيح: رفض الفرضية وهي في الواقع صحيحة، في ما يُسمّى 
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الخطــأ من النوع I (Type I error)، وعدم رفض الفرضية وهي في الواقع غير صحيحة، في 
 .(Type II error) II ما يُسمّى الخطأ من النوع

تحــدث هذه الأخطاء؛ لأنَّ الحكم يعتمد على بيانات مأخوذة من عيِّنة جزئية، لا من المجتمع 
كلِّه؛ ما يجعل احتمال الوقوع في خطأ إحصائي أمرًا واردًا.

على ســبيل المثال، إذا ادَّعت إحدى شركات الأدوية أنَّ الدواء الجديد الذي تُنتجِه آمن، وأنَّه 
H لهذا الادِّعاء هي: الدواء الجديد آمن 

0
لا يُســبِّب آثارًا جانبيةً خطيرةً، فإنَّ الفرضية الصفرية 

H لهذا الادِّعاء فهي: الدواء الجديد غير 
1
)لا يُســبِّب آثارًا جانبيةً خطيرةً(. أمّا الفرضية البديلة 

آمن )يُسبِّب آثارًا جانبيةً خطيرةً(.
 عند تحليل نتائج تجربة سريرية، يوجد احتمالان للخطأ، هما:

الخطأ مــن النوع I: يحدث هذا الخطــأ عند رفض الفرضية الصفريــة وهي في الحقيقة ·	
ا. ويؤدّي  صحيحة؛ أيْ إنَّ الباحث يعتقد - مثلًًا- أنَّ الدواء غير آمن، في حين أنَّه آمن حقًّ

هذا القرار إلى منع دواء مفيد من الوصول إلى المرضى.
الخطأ مــن النوع II: يحدث هذا الخطــأ عند قبول الفرضية الصفريــة وهي في الحقيقة ·	

غيــر صحيحة؛ أيْ إنَّ الباحث يعتقــد - مثلًًا- أنَّ الدواء آمن، في حين أنَّه يُســبِّب آثارًا 
ض المرضى للخطر  ا. وهذا النوع من الخطأ يُعَدُّ أكثر خطورة؛ لأنَّه يُعرِّ جانبيــةً خطيرةً حقًّ

. باستعمال دواء ضارٍّ

لغة الرياضيات

يشــار إلــى الخطــأ من 
النــوع I بالخطأ من النوع 
ل، ويشار إلى الخطأ  الأوَّ
II بالخطأ من  من النــوع 

النوع الثاني.
H غير صحيحة

0
H صحيحة

0

قرار صحيح

رفض الفرضية الصفرية وهي غير 
ا. صحيحة حقًّ

قرار غير صحيح
)I خطأ من النوع(

رفض الفرضية الصفرية بالرغم من 
أنَّها صحيحة.

رفض

H
0

قرار غير صحيح
)II خطأ من النوع(

عدم رفض الفرضية الصفرية  بالرغم 
من أنَّها غير صحيحة.

قرار صحيح

عدم رفض الفرضية الصفرية وهي 
ا. صحيحة حقًّ

عدم رفض

H
0

م أتعلَّ

يُعَــدُّ اختبــار المجتمع 
بأكملــه الطريقة الوحيدة 
ــة الكاملة،  قَّ لضمــان الدِّ
لكنَّنا في الواقع لا نستطيع 
التعامل مع المجتمع كلِّه 

في معظم الحالات.

م أتعلَّ

في المجالات الحسّاسة 

ــة، لا بُدَّ من  حَّ مثــل الصِّ
فهم نوعي الخطــأ بدِقَّة؛ 
لأنَّ الخطــأ مــن النــوع 
الثانــي قــد يُفْضــي إلى 
د حياة  عواقب وخيمة تُهدِّ
الناس، خلافًا للخطأ من 
إنَّه أقلُّ  ل؛ إذ  النــوع الأوَّ

خطرًا نسبيًّا.
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 مثال 2 : من الحياة  

عي شــركة تعمل في إنتاج رقائق البطاطا  رقائق بطاطا: تَدَّ
أنَّ الوســط الحســابي لمقدار الصوديوم فــي كل كيس 
يحوي أحــد أنواع رقائق البطاطا التــي تُنتجِها لا يتجاوز 
mg 200. ولهــذا ارتأت  الحدَّ المســموح بــه، وهــو 

رت إجراء اختبــار للفرضيتين الآتيتين:  هيئة رقابيــة التحقُّق من التزام الشــركة بادِّعائها، فقرَّ
:H

0 
: μ ≤ 200, H

1
: μ > 200

 أشرح ما يعنيه وقوع خطأ من النوع I في هذا السياق.

يحدث هــذا النوع من الخطأ عند رفض الفرضية الصفرية بالرغم من أنَّها صحيحة، وذلك في 
رت الهيئة الرقابية أنَّ الوســط الحســابي للصوديوم في المُنتَج أكثر من mg 200، في  حال قرَّ

حين أنَّه حقيقةً ضمن الحدِّ المسموح به.

 أشرح ما يعنيه وقوع خطأ من النوع II في هذا السياق.

يحدث هذا النوع من الخطــأ عند قبول الفرضية الصفرية بالرغم من أنَّها غير صحيحة، وذلك 
رت الهيئة الرقابية أنَّ الوسط الحسابي للصوديوم في المُنتَج أقلُّ من mg 200، في  في حال قرَّ

حين أنَّه حقيقةً أعلى من الحدِّ المسموح به. 

  ق من فهمي أتحقَّ

ـط السـعرات  عـي إحـدى الشـركات المُنتجِة للوجبـات الغذائية أنَّ مُتوسِّ وجبـات غذائيـة: تَدَّ
الحراريـة فـي وجباتهـا الجاهـزة لا يقـلُّ عن 400 سـعرة حراريـة لكل وجبـة، بمـا يضمن أنْ 
يـة المعتمـدة. ولهـذا عَزَم أحـد مراكز  حِّ يـة وكافيـة بحسـب المعاييـر الصِّ تكـون الوجبـة مُغذِّ
ر إجـراء اختبـار للفرضيتيـن  التغذيـة علـى التحقُّـق مـن التـزام الشـركة بهـذا الادِّعـاء، فقـرَّ

:H
0
: μ ≥ 400, H

1
: μ < 400 الآتيتيـن: 

 �أشرح ما يعنيه وقوع خطأ من النوع I في هذا السياق. )a 

 �أشرح ما يعنيه وقوع خطأ من النوع II في هذا السياق. )b 

1

2

م أتعلَّ

إذا وقعــت الهيئة الرقابية 
I، فقد  في خطأ من النوع 
ض الشركة لعقوبات  تتعرَّ
من دون وجــود مخالفة 
حقيقيــة، لكــنَّ وقوعها 
يُعَدُّ   II في خطأ من النوع 
ا؛ لأنَّ  مخالفة خطيرة جدًّ
المُنتَــج في هــذه الحالة 
يحتوي علــى كمية زائدة 
مــن الصوديــوم؛ ما قد 
ة  يُؤثِّــر ســلبًا فــي صِحَّ

المُستهلِك.
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م أتعلَّ

يعتمــد موضــع المنطقة 
H، لا على 

1
الحرجة على 

.H
0

م أتعلَّ

تكــون مســاحة المنطقة 
الحرجة مُساوِية لمستوى 

الدلالة α دائمًا.

مستوى الدلالة

يُعــرَف أقصــى احتمــال مســموح بــه لارتــكاب خطــأ مــن النــوع I بمســتوى الدلالة 
.α ويُرمَز إليه بالرمز ،(level of significance)

على ســبيل المثال، إذا كان α = 0.10، فهذا يعني وجود احتمال بنسبة %10 لرفض الفرضية 
ن خطأً في الحكم على الفرضية. وبذلك،  الصفرية بالرغم من أنَّها صحيحة؛ أيْ إنَّ القرار يتضمَّ

فإنَّ نسبة احتمال اتِّخاذ قرار صحيح ستكون 90%

يُذكَر أنَّ قيمة α تُختار وَفقًا لطبيعة الدراســة، ومدى حساســية النتائج، لكنَّ أكثر القِيَم شيوعًا 
.α = 0.01و ،α = 0.05و ،α = 0.10 :واستعمالًًا في التطبيقات الإحصائية هي

يســاعد اختيار مســتوى الدلالة α على تحديد المنطقة الحرجــة (critical region)؛ وهي 
النطــاق الإحصائي الذي يؤدّي وقــوع قيمة الإحصائي ضمنه إلى رفــض الفرضية الصفرية؛ 
د هــذه المنطقة بالاعتماد على قيمة α وَفقًا لخصائص  ما يدلُّ على وجود فرق جوهري. تُحدَّ
الدراســة، في ما يُشــبهِ طريقة إيجاد فترات الثقــة. أمّا موضع المنطقــة الحرجة فيعتمد على 
صيغة الفرضية البديلة؛ إذ تشــير علامة عدم المساواة إلى نوع الاختبار الإحصائي المطلوب؛ 
فإنْ أشــارت الفرضية البديلة إلــى أنَّ القيمة أقلُّ من حدٍّ مُعيَّــن، كان الاختبار أُحادي الطرف 
يســارًا (left-tailed test)، ووُضِعــت المنطقة الحرجة في الطرف الأيســر للتوزيع. وإنْ 
أشــارت هذه الفرضية إلى أنَّ القيمة أكبر مــن حدٍّ مُعيَّن، كان الاختبار أُحــادي الطرف يمينًا 
(right-tailed test)، ووُضِعــت المنطقــة الحرجة في الطرف الأيمــن للتوزيع. أمّا إذا 

أشارت هذه الفرضية إلى وجود فرق من دون تحديد اتجاهه، فإنَّه يُستعمَل اختبار ثنائي الطرف 
ع المنطقة الحرجة على طرفي التوزيع. (two-tailed test)، وتُوزَّ

اختبارات الدلالة مفهوم أساسي

H، فــإنَّ 
1
: μ > k إذا كانــت: 

الاختبــار يكون أُحــادي الطرف 
يميناً.

H، فــإنَّ 
1
: μ ≠ k إذا كانــت: 

الاختبار يكون ثنائي الطرف.
H، فــإنَّ 

1
: μ < k إذا كانــت: 

الاختبــار يكون أُحــادي الطرف 
يسارًا.

المنطقة
α الحرجة

1 - α

z
α

-z
α

z
α

المنطقة
الحرجة 

1 - α
α
2

المنطقة
αالحرجة 

2

z
α

المنطقة
α الحرجة

1 - α
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د المساحة المُرتبطِة بمستوى الدلالة α، حتّى يتمَّ حساب إحصائي الاختبار للوسط  ما إنْ تُحدَّ
الحسابي للعيِّنة، الذي يُعبَّر عنه بقيمة z الخاصة بتلك العيِّنة. وبناءً على موقع هذه القيمة ضمن 

التوزيع الإحصائي، يُتَّخَذ القرار المناسب كما يأتي: 

H تُرفَض؛ لوجود دليل ·	
0
إذا وقعــت قيمة z ضمن المنطقة الحرجة، فإنَّ الفرضية الصفرية 

إحصائي على الفرق.

H لا تُرفَض؛ لعدم وجود ·	
0
إذا لم تقع قيمة z ضمن المنطقة الحرجة، فإنَّ الفرضية الصفرية 

دليل كافٍ لإثبات الفرق.

ـــد  ـــادةً عن ـــع ع ـــي تُتَّبَ ـــوات الت ـــص الخط ـــي مُلخَّ ـــي( الآت ـــوم أساس ـــدوق )مفه ـــن صن يُبيِّ
ـــة. ـــار الفرضي اختب

لغة الرياضيات

نُعبِّر عن استنتاجات اختبار 
"نرفض"  الفرضية بقولنا: 
"لا نرفض"، لكنَّنا لا  أو: 
نســتعمل كلمة )نَقْبل(. 
وهذا مُرتبـِـط بالدلالات 
الإحصائية وعدم إمكانية 
قبــول الفرضيــة؛ لعدم 
وجود دليل كافٍ لرفضها.

الخطوة 1: تحديد الفرضيتين والادِّعاء.

z والمنطقة الحرجة.
α
الخطوة 2: تحديد القيمة )القِيَم( الحرجة 

.z الخطوة 3: إيجاد قيمة

الخطوة 4: �رفض الفرضية الصفرية أو عدم رفضها بناءً على قيمة الإحصائي z من حيث 

ل إلى استنتاج بخصوص الادِّعاء. وقوعه في المنطقة الحرجة، ثمَّ التوصُّ

خطوات اختبار الفرضية مفهوم أساسي

 مثال 3 : من الحياة  

عي إحــدى شــركات مُنتَجات الألبــان أنَّ مقدار  تغذيــة: تَدَّ
البروتيــن في عُلْبة اللبن الصغيرة التــي تُنتجِها هو g 6.5 على 
ة هذا الادِّعاء، أُخِذت عيِّنة عشــوائية  الأكثر. للتحقُّق من صِحَّ
نة من 36 عُلْبة لبن صغيرة، فكان الوسط الحسابي لمقدار  مُكوَّ

البروتين في العيِّنة g 6.7. إذا كان الانحراف المعياري للمجتمع g 0.8، فأســتعمل مســتوى 
دلالة %5 لتحديد إذا كانت توجد أدلَّة كافية لرفض ادِّعاء الشركة أم لا.

م أتعلَّ

يُعبَّر عن القيمــة الحرجة 
z. فــإذا كان 

α
z بالرمــز 

الاختبار أُحــادي الطرف 
z ســالبة. 

α
يســارًا، كانت 

وإذا كان الاختبــار أُحادي 
 z

α
الطــرف يمينـًـا، كانت 

ـة. أمّــا إذا كان  موجبـ
الاختبار ثنائي الطرف، فإنَّ 

z تأخذ قيمتين.
α
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د الفرضيتين والادِّعاء. الخطوة 1: أُحدِّ

العبارة الرياضيــة التي تُعبِّر عن الادِّعاء هي: μ ≤ 6.5. بما أنَّ هــذه العبارة تحتوي على رمز 
: المساواة، فإنَّها تُمثِّل الفرضية الصفرية، أمّا نقيضها فهو: μ > 6.5. ومنه، فإنَّ

H
0
: μ ≤ 6.5 (الادِّعاء)    and    H

1
: μ > 6.5

د القيمة )القِيَم( الحرجة والمنطقة الحرجة. الخطوة 2: أُحدِّ

H، فــإنَّ الاختبــار أُحادي 
1
: μ > 6.5 َّبمــا أن

الطــرف يميناً. ونظــرًا إلى أنَّ مســتوى الدلالة 
.α = 0.05 َّالمطلوب يبلغ %5؛ فإن

z )باســتعمال جــدول التوزيع 
α
ومنه، فإنَّ قيمة 

.z
α
الطبيعي( هي: 1.64=

 .z الخطوة 3: أجد قيمة الإحصائي

z صيغة الإحصائي	 z = x  - μ

σ

√n

x  = 6.7, μ = 6.5, σ = 0.8, n = 36 بتعويض	 = 
6.7 - 6.5

0.8

√36

	بالتبسيط = 1.5

الخطــوة 4: أرفــض الفرضيــة الصفريــة أو 

ل إلى اســتنتاج بخصوص  لا أرفضها، ثمَّ أتوصَّ
الادِّعاء. 

بما أنَّ قيمة الإحصائي z لا تقع ضمن المنطقة 
.H

0
الحرجة، فإنَّني لا أرفض الفرضية الصفرية 

ة كافية لرفض الادِّعاء بأنَّ مقــدار البروتين في عُلْبة اللبن الصغيرة  وهــذا يعني أنَّه لا توجد أدلَّ
التي تُنتجِها الشركة هو g 6.5 على الأكثر. 

المنطقة
الحرجة

z
α
 = 1.64

المنطقة
الحرجة

z
α
 = 1.64z = 1.5

م أتعلَّ

أُلاحِــظ أنَّ الانحــراف 
المعيــاري للمجتمــع 
معلوم، وأنَّ حجم العيِّنة 
n ≥ 30؛ لــذا يُمكـِـن 

 x  - μ
σ

√n

استعمال الصيغة: 

.z لإيجاد قيمة الإحصائي

م أتعلَّ

تُمثِّل المســاحة المُظلَّلة 
بالأزرق، أســفل منحنى 
التوزيــع الطبيعــي فــي 
الشكل المجاور، القيمة: 
α = 0.05. ولإيجــاد 

z التي 
α

القيمة الحرجــة 
تُقابلِها، فإنَّني أســتعمل 
ـع  التوزيـ ـص  خصائـ
 z

α
الطبيعــي لإيجاد قيمة 

ــق الاحتمال:  التــي تُحقِّ
.P(Z > z

α
) = 0.05



149

الوحدة 6

م أتعلَّ

 z
α

يوجــد فــرق بيــن 
z؛ فبينمــا  والإحصائــي 
z على قيمة z التي 

α
يــدلُّ 

تَحدُّ المنطقــة الحرجة، 
 z فــإنَّ قيمــة الإحصائي
مُرتبطِة بالعيِّنة، ولا علاقة 

لها بمستوى الدلالة.

  ق من فهمي أتحقَّ

عي شــركة تعمل في مجال تصنيــع الأدوية أنَّ مقدار المــادة الفعّالة في أحد أنواع  أدوية: تَدَّ
ة هذا الادِّعاء، أُخِذت  ق من صِحَّ حبوب الدواء التي تُنتجِها هو mg 100 علــى الأكثر. للتحقُّ
نة من 36 حبَّة دواء، فكان الوسط الحسابي لمقدار المادة الفعّالة في العيِّنة  عيِّنة عشــوائية مُكوَّ
mg 103. إذا كان الانحراف المعياري للمجتمع mg 4.5، فأســتعمل مســتوى دلالة 10% 

ة كافية لرفض ادِّعاء الشركة أم لا. لتحديد إذا كانت توجد أدلَّ

 مثال 4 : من الحياة  

عي سلســلة من مطاعم البيتــزا أنَّ الطلب يصل إلى  بيتزا: تَدَّ
ة هذا الادِّعاء،  الزبون في أقلَّ من 30 دقيقة. للتحقُّق من صِحَّ
نة من 60 عملية توصيل للطلبات،  أُخِذت عيِّنة عشوائية مُكوَّ
فكان الوسط الحسابي لوقت توصيل الطلبات 29.1 دقيقة، 

والانحراف المعياري 2.9 من الدقيقة. أستعمل مستوى دلالة %1 لتحديد إذا كانت توجد أدلَّة 
كافية لرفض ادِّعاء سلسلة المطاعم أم لا. 

د الفرضيتين والادِّعاء. الخطوة 1: أُحدِّ

العبــارة الرياضية التي تُعبِّر عن الادِّعاء هــي: μ < 30. بما أنَّ هذه العبارة لا تحتوي على رمز 
: المساواة، فإنَّها تُمثِّل الفرضية البديلة، أمّا نقيضها فهو: μ ≥ 30. ومنه، فإنَّ

H
0
: μ ≥ 30    and    H

1
: μ < 30 (الادِّعاء)

د القيمة )القِيَم( الحرجة والمنطقة الحرجة. الخطوة 2: أُحدِّ

H، فإنَّ الاختبــار أُحادي الطرف يســارًا. ونظرًا إلى أنَّ مســتوى الدلالة 
1
: μ < 30 َّبمــا أن

z )باســتعمال جدول التوزيع الطبيعي( 
α
المطلوب يبلغ %1؛ فإنَّ α = 0.01. ومنه، فإنَّ قيمة 

هي: 2.32-
المنطقة
الحرجة

z
α
 = -2.32
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 .z الخطوة 3: أجد قيمة الإحصائي

z صيغة الإحصائي	 z = 
x  - μ

s

√n

x  = 29.1, μ = 30, s = 2.9, n = 60 بتعويض	 = 
29.1 - 30

2.9

√60

	بالتبسيط ≈ -2.4

الخطــوة 4: أرفض الفرضيــة الصفرية 

ل إلى اســتنتاج  أو لا أرفضها، ثمَّ أتوصَّ
بخصوص الادِّعاء. 

بما أنَّ قيمــة الإحصائــي z تقع ضمن 
 .H

0
المنطقة الحرجة، فإنَّني أرفض الفرضية الصفرية 

ة كافية لدعم الادِّعاء بأنَّ الطلب يصل إلى العميل في أقلَّ من 30 دقيقة.  وهذا يعني أنَّه توجد أدلَّ

  ق من فهمي أتحقَّ

عي إدارة أحد مصانع السيّارات أنَّ الوسط الحسابي للزمن اللازم لتجميع سيّارة  ســيّارات: تَدَّ
ة هذا  ق من صِحَّ واحدة باســتعمال خطِّ الإنتاج الآلــي الجديد هو أقلُّ من 18 ســاعة. للتحقُّ
نة من 35 سيّارة، فكان الوســط الحسابي لزمن التجميع  الادِّعاء، أُخِذت عيِّنة عشــوائية مُكوَّ
17.3 ســاعة، والانحراف المعياري 2.6 من الساعة. أســتعمل مستوى دلالة %1 لتحديد إذا 

ة كافية لرفض ادِّعاء إدارة المصنع أم لا. كانت توجد أدلَّ

z = -2.4

المنطقة
الحرجة

z
α
 = -2.32

م أتعلَّ

أُلاحِــظ أنَّ الانحــراف 
المعيــاري للمجتمــع 
غير معلــوم، وأنَّ حجم 
n ≥ 30؛ لــذا  العيِّنــة 
يُمكِن استعمال الصيغة: 

x  - μ لإيجــاد قيمــة 
s

√n

.z الإحصائي

ــم قيمة مســتوى الدلالة α على 2؛ لتحديد موقع  بالنســبة إلى الاختبار الثنائي الطرف، تُقسَّ
كلٍّ مــن المنطقتين الحرجتين عند طرفي التوزيع؛ ذلــك أنَّ الفرضية البديلة في هذا النوع من 
الاختبارات تشــير إلى وجود فرق من دون تحديد اتجاهه؛ ما يوجِب توزيع احتمال الخطأ من 
α لتحديد القيمة الحرجة 

2
ل على طرفي المنحنى بالتساوي، ومن ثَمَّ تُستعمَل القيمة  النوع الأوَّ

z في كل طرف.
α
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الوحدة 6

 مثال 5 : من الحياة  

لْــب أنَّ كل عُلْبة من عُلَب  عي مصنع للحديد والصُّ مســامير: يَدَّ
المســامير التي يُنتجِها تحتــوي على 100 مســمار تحديدًا من 
ة  دون نقــص، كما هو مطبــوع على الغــاف. للتحقُّق من صِحَّ

نة من 40 عُلْبة مســامير، فكان الوسط الحسابي لعدد  هذا الادِّعاء، أُخِذت عيِّنة عشــوائية مُكوَّ
المســامير في العُلْبة 100.9 مسمار، والانحراف المعياري 2.1 من المسمار. أستعمل مستوى 

دلالة %5 لتحديد إذا كانت توجد أدلَّة كافية لرفض ادِّعاء المصنع أم لا. 

د الفرضيتين والادِّعاء. الخطوة 1: أُحدِّ

العبــارة الرياضية التي تُعبِّر عن الادِّعاء هي: μ = 100. بمــا أنَّ هذه العبارة تحتوي على رمز 
: المساواة، فإنَّها تُمثِّل الفرضية الصفرية، أمّا نقيضها فهو: μ ≠ 100. ومنه، فإنَّ

H
0
: μ = 100 (الادِّعاء)    and    H

1
: μ ≠ 100

د القيمة )القِيَم( الحرجة والمنطقة الحرجة. الخطوة 2: أُحدِّ

H، فــإنَّ الاختبار ثنائي 
1
: μ ≠ 100 َّبما أن

الطــرف. ونظرًا إلــى أنَّ مســتوى الدلالة 
 .α = 0.025 %5؛ فــإنَّ  المطلوب يبلــغ 
z )باســتعمال جدول 

α
ومنــه، فــإنَّ قيمتي 

التوزيع الطبيعي( اللتين تتوافقان مع 0.025 من الأعلى ومن الأســفل، هما: 1.96 ,1.96-؛ 
z

α
أيْ إنَّ 1.96 ± = 

 .z الخطوة 3: أجد قيمة الإحصائي

z صيغة الإحصائي	 z = 
x  - μ

s

√n

x  = 100.9, μ = 100, s = 2.1, n = 40 بتعويض	 = 
100.9 - 100

2.1

√40

	بالتبسيط ≈ 2.71

المنطقة
الحرجة

المنطقة
الحرجة

z
α
 = -1.96 z

α
 = 1.96

م أتعلَّ

أُلاحِــظ أنَّ الانحــراف 
المعيــاري للمجتمــع 
غير معلــوم، وأنَّ حجم 
n ≥ 30؛ لــذا  العيِّنــة 
يُمكِن استعمال الصيغة: 
x  - μ لإيجــاد قيمــة 

s

√n

.z الإحصائي
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الخطــوة 4: أرفض الفرضيــة الصفرية 

ل إلى اســتنتاج  أو لا أرفضها، ثمَّ أتوصَّ
بخصوص الادِّعاء.

بما أنَّ قيمة z تقع ضمن المنطقة الحرجة، 
.H

0
فإنَّني أرفض الفرضية الصفرية 

ة كافية لدعم الادِّعاء بأنَّ عدد المسامير في العُلْبة هو 100 مسمار. وهذا يعني أنَّه لا توجد أدلَّ

  ق من فهمي أتحقَّ

عي إحدى شــركات تصنيع الأجبــان أنَّ كل عُلْبة  جُبْــن: تَدَّ
جُبْــن تُنتجِها تحتوي على 24 شــريحة كاملة من دون نقص. 
نة  ة هذا الادِّعاء، أُخِذت عيِّنة عشــوائية مُكوَّ ق من صِحَّ للتحقُّ
من 93 عُلْبة جُبْن، فكان الوســط الحسابي لعدد الشرائح في 

العُلْبة 24.1 شــريحة، والانحراف المعياري 0.5 شريحة. أستعمل مستوى دلالة %5 لتحديد 
ة كافية لرفض ادِّعاء الشركة أم لا.  إذا كانت توجد أدلَّ

المنطقة
الحرجة

المنطقة
الحرجة

z
α
 = -1.96 z

α
 = 1.96

z = 2.71

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

د أيُّهما تُمثِّل الادِّعاء: أكتب الفرضية البديلة والفرضية الصفرية لكل عبارة ممّا يأتي، ثمَّ أُحدِّ

ة 36 ساعة  عي شركة لتصنيع بطّاريات الهواتف المحمولة أنَّ بطّارية الهاتف المحمول الذي تُنتجِه يدوم عملها مُدَّ  �تَدَّ 1 

ط. تحديدًا في وضع الاستعمال المُتوسِّ

ط أعمار الأفراد فيها لا يقلُّ عن 74 عامًا. ة في إحدى الدول أنَّ مُتوسِّ حَّ عي وزارة الصِّ  �تَدَّ 2 

كّاب في مَحطَّة الحافلات هو أقلُّ من 10 دقائق. عي شركة نقل في إحدى المدن أنَّ زمن انتظار الرُّ  �تَدَّ 3 
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الوحدة 6

ل  عي شــركة تعمل في مجال تصنيــع الأدوية أنَّ عقارها الجديد لا يُحدِث تغييرًا في الوســط الحســابي لمُعدَّ أدويــة: تَدَّ
ة هذا الادِّعاء، أُجرِيت دراســة باســتعمال الفرضيتين الآتيتين:  نبضات القلــب )75 نبضة في الدقيقة(. للتحقُّق من صِحَّ

:H
0
: μ = 75, H

1
: μ ≠ 75

 �أشرح ما يعنيه وقوع خطأ من النوع I في هذا السياق. 4 

 �أشرح ما يعنيه وقوع خطأ من النوع II في هذا السياق. 5 

عي وكيل لإحدى شركات تصنيع السيّارات أنَّ الوسط الحسابي لاستهلاك  ســيّارات: يَدَّ
ة هذا الادِّعاء،  سيّارة جديدة للوقود لا يزيد على L 7 لكل 100 كيلومتر. للتحقُّق من صِحَّ

 :H
0
: μ ≤ 7, H

1
: μ > 7 :أُجرِيت دراسة باستعمال الفرضيتين الآتيتين

 �أشرح ما يعنيه وقوع خطأ من النوع I في هذا السياق. 6 

 �أشرح ما يعنيه وقوع خطأ من النوع II في هذا السياق. 7 

عــي مصنع لإنتاج العصائر أنَّ مقدار فيتامين C في عُلْبة عصير البرتقــال الصغيرة التي يُنتجِها لا يتجاوز   �عصائر: يَدَّ 8 

نة من 49 عُلْبة عصير، فكان الوســط الحسابي  ة هذا الادِّعاء، أُخِذت عيِّنة عشــوائية مُكوَّ ق من صِحَّ mg 60. للتحقُّ

لمقدار فيتامين C في العيِّنة mg 63.2. إذا كان الانحراف المعياري للمجتمع mg 5.6، فأســتعمل مســتوى دلالة 
ة كافية لرفض ادِّعاء المصنع أم لا. %10 لتحديد إذا كانت توجد أدلَّ

س فيها يزيد على  عي أحــد المُحاضِرين أنَّ أطوال الطلبة الذكــور في إحدى كليات الجامعة التي يُــدرِّ  �أطــوال: يَدَّ 9 

ة هذا الادِّعاء، أُخِذت عيِّنة عشــوائية تضمُّ 25 طالبًا، فكان الوســط الحســابي لأطوال  ق من صِحَّ cm 170. للتحقُّ

الطلبة في العيِّنة cm 174. إذا كان توزيع المجتمع طبيعيًّا، وانحرافه المعياري cm 7، فأســتعمل مستوى دلالة 5% 
ة كافية لرفض ادِّعاء المُحاضِر أم لا. لتحديد إذا كانت توجد أدلَّ

ق من  عي مدير التســويق في أحد المتاجر أنَّ الوسط الحســابي لأعمار زبائن المتجر هو 33 عامًا. للتحقُّ  �أعمار: يَدَّ 10 

ة هذا الادِّعاء، أُخِذت عيِّنة عشوائية تضمُّ 64 زبونًا، فكان الوسط الحسابي لأعمار الزبائن في العيِّنة 35.6 عامًا،  صِحَّ
ة كافية لرفض ادِّعاء مدير  والانحراف المعياري 8.2 أعوام. أســتعمل مستوى دلالة %1 لتحديد إذا كانت توجد أدلَّ

التسويق أم لا.
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عي إحدى الشركات أنَّ الوسط الحســابي لكتل أكياس الفول   � فول ســوداني: تَدَّ 11 

ة هذا الادِّعاء، أُخِذت  ق من صِحَّ الســوداني التي تُنتجِها يزيد على g 130. للتحقُّ
 ،138 g نة من 70 كيسًا، فكان الوسط الحسابي لكتل الأكياس عيِّنة عشــوائية مُكوَّ
والانحراف المعياري g 12. أســتعمل مستوى دلالة %5 لتحديد إذا كانت توجد 

ة كافية لرفض ادِّعاء الشركة أم لا.  أدلَّ

د إذا كانت توجد أدلَّة كافية  أســتعمل المعلومات المُعطاة لإيجاد قيمة الإحصائي z للادِّعاء k في كلٍّ ممّا يأتي، ثــمَّ أُحدِّ
:k ثمَّ أكتب استنتاجًا عن الادِّعاء ،H

0
لرفض الفرضية الصفرية 

12  � k: μ < 500, α = 0.01, x = 490, s = 27, n = 35

13  � k: μ ≠ 5500, α = 0.01, x = 5430, s = 236, n = 200

14  � k: μ > 88, α = 0.05, x = 91.2, s = 3.9, n = 32

مهارات التفكير العليا

 �تبريــر: قالت هديل: "عنــد اختبار فرضية ما، فإنَّ من الأفضل وقوع خطأ من النــوع I، لا من النوع II". لكنَّ لانا لا  15 

ر إجابتي. تُوافقِها الرأي، وقالت عكس ذلك. أيُّهما على صواب؟ أُبرِّ

ر إجابتي: د إذا كانت كل عبارة ممّا يأتي صحيحة أحيانًا، أم صحيحة دائمًا، أم غير صحيحة أبدًا، ثمَّ أُبرِّ تبرير: أُحدِّ

 �إذا رُفضِت الفرضية الصفرية، فإنَّ الادِّعاء يُرفَض دائمًا. 16 

ن الفرضية البديلة رمز المساواة إذا كانت تُمثِّل الادِّعاء.  �قد تتضمَّ 17 

ر في عُلَب مُنتَج غذائي توزيعًا غير معروف، انحرافه المعياري g 3. وقد ادَّعت الشركة المُنتجِة  كَّ : تتبع كمية السُّ  �تحدٍّ 18 

ة هذا الادِّعاء، أُخِذت عيِّنة  ق من صِحَّ ر في العُلْبة الواحدة لا يزيد على g 50. للتحقُّ كَّ أنَّ الوسط الحسابي لكمية السُّ
ر في العيِّنة g 50.6، وتبيَّن للشركة عند إجراء  ــكَّ نة من 100 عُلْبة، فكان الوســط الحسابي لكمية السُّ عشــوائية مُكوَّ
ر أكبر من g 50. أجد القِيَم المُحتمَلة لمستوى الدلالة (α) لهذا  كَّ اختبار الفرضيات أنَّ الوســط الحسابي لكمية السُّ

الاختبار.
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أختار رمز الإجابة الصحيحة في كلٍّ ممّا يأتي:

رت وزارة التربية والتعليم دراسة أداء الطلبة في اختبار   �قرَّ 1 

وطنــي، فعملت على تصنيف المراحل التي يَدْرس فيها 
الطلبــة إلى ثلاث مراحل دراســية )ابتدائية، أساســية، 
ثانوية(، ثمَّ أخذت عيِّنة عشوائية من كل مرحلة تتناسب 
مع عدد الطلبة فيها. العيِّنة العشوائية المُستعمَلة في هذه 

الدراسة هي:

 طبقية. )b  			   بسيطة. )a 

 عنقودية. )d  			   مُنتظَمة. )c 

 �أجرى باحث في مجال التســويق دراســة شملت عيِّنة  2 

ن فيها عدد  قين في متجر، ودوَّ عشــوائية من 6 مُتســوِّ
قين خلال  المُنتَجات التي اشتراها كلٌّ من هؤلاء المُتسوِّ

زيارة واحدة إلى المتجر، فكان العدد كما يأتي:

5, 7, 4, 6, 8, 5

الانحراف المعياري للعيِّنة هو:

a)   1.29			   b)   1.63

c)   1.47			   d)   2.45

 �يبلغ الوسط الحســابي للزمن اللازم لإعداد الطلبات  3 

في أحد المطاعــم 18 دقيقة، والانحــراف المعياري 
4 دقائــق. إذا أُخِذت عيِّنات عشــوائية، حجم كلٍّ منها 
35 طلبًا، فإنَّ الخطأ المعياري للوسط الحسابي لوقت 

إعداد الطلبات )بالدقائق( هو:

a)   0.68			   b)   1.2

c)   1.5				   d)   2

ين الــذي يُمكِن اســتعمال التوزيع   �توزيــع ذي الحدَّ 4 

الطبيعي لتقريبه من بين التوزيعات الآتية هو:

a)   X~B(60, 0.11)		  b)   X~B(45, 0.1)

c)   X~B(30, 0.15)		  d)   X~B(40, 0.12)

ر، حيث تتبع  كَّ  �تعمل شــركة في مجال تعبئة أكياس السُّ 5 

كتــل الأكياس فيها توزيعًا طبيعيًّا، وســطه الحســابي 
g 1000، وانحرافــه المعياري g 10. إذا اختيرت عيِّنة 

نة من 25 كيسًــا، فإنَّ احتمال أنْ يكون  عشــوائية مُكوَّ
  995 g الوسط الحســابي لكتل الأكياس في العيِّنة بين

وg 1005 هو:

a)   0.6826			   b)   0.9545

c)   0.9876			   d)   0.9976

 �أُجرِيت دراســة على عيِّنة عشــوائية تضمُّ 75 شخصًا  6 

نْ يســتعملون بطاقات الهاتف المدفوعة مُســبَّقًا،  مِمَّ
وتبيَّن أنَّ الوســط الحسابي لمِا يدفعه الشخص الواحد 
ا، وأنَّ الانحراف المعياري لقيمة  منهم هو JD 12 شهريًّ
الإنفاق في مجتمع الدراسة هو JD 3. إذا كان مستوى 
الثقة %99، فإنَّ الحدَّ الأقصى لخطأ التقدير للوســط 
ا  الحسابي لإنفاق الشخص على بطاقات الهاتف شهريًّ

)بالدينار( هو:

a)   0.57			   b)   0.89

c)   0.01			   d)   1.46
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X ~ N(55, σ2)، وكان احتمــال أنْ يزيــد   �إذا كان:  7 

الوسط الحسابي لعيِّنة حجمها 16 مُشاهَدة على 57 هو 
0.05، فإنَّ قيمة σ التقريبية هي:

a)   2.5				   b)   4.0

c)   8.0				   d)   5.0

 �أرادت باحثة في مجال التغذية تقدير الوسط الحسابي  8 

لعدد الوجبات التي يتناولهــا الطالب الجامعي خارج 
المنزل أسبوعيًّا؛ شــرط أنْ يكون مستوى الثقة 95%، 
والوســط الحســابي لعدد الوجبــات لا يختلف عن 
الوسط الحســابي للعيِّنة بأكثر من 1.2± وجبة. إذا كان 
الانحراف المعياري لعدد الوجبات هو 4.8 وجبات، فإنَّ 
حجم العيِّنة اللازم لتحقيق هذا المستوى من الثقة هو:

a)   63				    b)   62

c)   61				    d)   64

عي إحدى الهيئات التي تُعْنى بحماية البيئة أنَّ الوسط   �تَدَّ 9 

(NO₂) في  الحسابي لتركيز ثاني أكســيد النيتروجين 
الهــواء لا يتجــاوز  µg/m³ 40. العبــارة التي تُمثِّل 

H هي:
1
H والفرضية البديلة 

0
الفرضية الصفرية 

a)   H
0
: μ ≥ 40  and  H

1
: μ < 40

b)   H
0
: μ ≤ 40  and  H

1
: μ > 40

c)   H
0
: μ = 40  and  H

1
: μ ≠ 40

d)   H
0
: μ ≥ 40  and   H

1
: μ > 40

ف عــدد الخطوات  ب لياقة بدنيــة في تعــرُّ يرغــب مُــدرِّ
ة المشــي  بــون خلال حصَّ التــي يخطوهــا الأفــراد المُتدرِّ
اليومية. وتحقيقًــا لهذا الغرض؛ اختار عيِّنة عشــوائية تضمُّ 

ن عدد خطواتهم، فكان العدد كما يأتي:  10 مشاركين، ودوَّ

5850, 6100, 5700, 5950, 6000, 

6200, 5800, 5900, 6100, 5600

 �أجد الوسط الحسابي لعدد الخطوات. 10 

 �أجد تباين العيِّنة. 11 

 �أجد الانحراف المعياري للعيِّنة. 12 

أظهرت دراسة أنَّ الوسط الحســابي لضغط الدم الانقباضي 
لــدى البالغين في إحــدى المدن هــو  mmHg 120، وأنَّ 
الانحراف المعياري له هو mmHg 15. إذا اختيرت عيِّنات 
عشــوائية من البالغين في هذه المدينة، حجــم كلٍّ منها 50 

شخصًا، فأجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

 الوسط الحسابي لتوزيع الأوساط الحسابية للعيِّنات. 13 

 الخطأ المعياري للوسط الحسابي. 14 

 �إذا كان عدد الدقائق التي يقضيها طلبة إحدى المدارس  15 

يوميًّا في حــلِّ الواجبات المنزلية يتبــع توزيعًا طبيعيًّا 
ا قَدْره 12 دقيقة،  ــط 90 دقيقة، وانحرافًا معياريًّ بمُتوسِّ
واختيرت عيِّنة عشــوائية تضمُّ 36 طالبًا، فأجد احتمال 
أنْ يكون الوسط الحســابي لعدد الدقائق التي يقضيها 

طلبة العيِّنة في حلِّ الواجبات أكثر من 95 دقيقة.
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 �اختير 108 أشخاص عشــوائيًّا لتقديم اختبار، احتمال  16 

النجاح فيه 0.88. أســتعمل التوزيــع الطبيعي لتقريب 
احتمال ألّّا يقلَّ عدد الناجحين منهم عن 100 شخص.

 �حيوانــات: تتبع كتل القِطَــط المنزلية توزيعًــا طبيعيًّا  17 

انحرافــه المعيــاري kg 1.8. أُخِذت عيِّنة عشــوائية 
نة من 20 قِطًّا منزليًّا، فتبيَّن أنَّ الوســط الحســابي  مُكوَّ
لكتلها kg 4.2. أجد فترة الثقة بمستوى %99 للوسط 

ر معنى الناتج.  الحسابي لكتل القِطَط المنزلية، ثمَّ أُفسِّ

 �أُخِذت عيِّنة عشــوائية تضــمُّ 50 مصباحًــا من إنتاج  18 

ة  أحــد المصانع، فتبيَّــن أنَّ الوســط الحســابي لمُدَّ
عمل المصابيح هــو 870 ســاعة. إذا كان الانحراف 
يُنتجِها المصنع  ة عمل المصابيح التــي  المعياري لمُدَّ
هو 100 ساعة، فأجد فترة الثقة بمستوى %80 للوسط 
ة عمل المصابيح التي يُنتجِها المصنع، ثمَّ  الحسابي لمُدَّ

ر معنى الناتج. أُفسِّ

تتبــع أطوال الأشــجار )بالمتر( في إحدى الغابــات توزيعًا 
نة من 50 شجرة، وحُسِب  طبيعيًّا. أُخِذت عيِّنة عشــوائية مُكوَّ
 .35.2 ≤ μ ≤ 39.6 :لها فترة الثقة بمســتوى %98 فكانت

أجد كُلًّاًّ ممّا يأتي:

 الوسط الحسابي للعيِّنة.  19 

 قيمة الانحراف المعياري للمجتمع. 20 

 فترة الثقة بمستوى %99 للوسط الحسابي للمجتمع. 21 

عـــي مُراقِـــب الجـــودة فـــي أحـــد  ـــة: يَدَّ  �صِحَّ 22 

ـــار  ـــن الانتظ ـــابي لزم ـــط الحس ـــفيات أنَّ الوس المستش

ــة.  ــى 20 دقيقـ ــد علـ ــوارئ لا يزيـ ــم الطـ ــي قسـ فـ

ـــة هـــذا الادِّعـــاء، أُخِـــذت  ـــق مـــن صِحَّ للتحقُّ

70 مُراجِعًـــا، فـــكان  عيِّنـــة عشـــوائية تضـــمُّ 

الوســـط الحســـابي لزمـــن الانتظـــار 23.4 دقيقـــة، 

9.5 دقائـــق. أســـتعمل  والانحـــراف المعيـــاري 

ـــة  ـــد أدلَّ ـــت توج ـــد إذا كان ـــة %5 لتحدي ـــتوى دلال مس

ــودة أم لا. ــب الجـ ــاء مُراقِـ ــض ادِّعـ ــة لرفـ كافيـ

عـــي شـــركة لإنتـــاج أقـــام الحبـــر   � أقـــام: تَدَّ 23 

أنَّ الوســـط الحســـابي لعـــدد الصفحـــات التـــي 

يُمكِـــن للقلـــم الواحـــد كتابتهـــا هـــو 200 صفحـــة 

ــة  ـ ـــق مـــن صِحَّ ــدًا مـــن دون نقـــص. للتحقُّ تحديـ

ــة  نـ ــوائية مُكوَّ ــة عشـ ــذت عيِّنـ ــاء، أُخِـ ــذا الادِّعـ هـ

ــدد  ــابي لعـ ــط الحسـ ــكان الوسـ ــا، فـ ــن 93 قلمًـ مـ

الصفحـــات المكتوبـــة بالقلـــم 197.8 صفحـــة، 

5.4 صفحـــات.  والانحـــراف المعيـــاري لـــه 

ـــت  ـــد إذا كان ـــة %10 لتحدي ـــتوى دلال ـــتعمل مس أس

ــركة أم لا. ــاء الشـ ــض ادِّعـ ــة لرفـ ــة كافيـ ـ ــد أدلَّ توجـ
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رموز رياضية

JDدينار أردني

mمتر

kmكيلومتر

cmسنتيمتر

kgكيلوغرام

gغرام

Lلتر

mLملّيلتر

sثانية

minدقيقة

hساعة

inإنش

ftقدم

ة. توافيق n من العناصر أُخِذ منها r كل مَرَّ
( 

n
r  )

n
C

r

A احتمال الحادثP(A)

A مة الحادث P( A )احتمال مُتمِّ

µالوسط الحسابي

σالانحراف المعياري

σ2التباين

الجبر

العمليات الحسابية

a(b + c) = ab + ac	     a
b

 + c
d

 = ad + bc
bd

a + c
b

 = a
b

 + c
b

	   

a
b

c
d

 = a
b

 × d
c

 = ad
bc

الأسُس والجذور

x m x n = x m+n		    xm

xn
 = x m-n

(xm)n = x mn		    x-n = 1

xn

(xy)n = x n y n		    ( x
y )

n

 = x n

y n

x1/n = √x		    x m/n = √xm = ( √x )m

√xy = √x  √y	� )n>1 :فة، حيث )إذا كانت جميع الجذور مُعرَّ

 √ x
y  =  √x

 √y

n

n  , y ≠ 0� )n>1 :فة، حيث )إذا كانت جميع الجذور مُعرَّ

حالات خاصة من تحليل كثيرات الحدود

x2 - y2 = (x + y)(x - y)

x3 + y3 = (x + y)(x2 - xy + y2)

x3 - y3 = (x - y)(x2 + xy + y2)

القانون العام

: إذا كان: ax2 + bx + c = 0، حيث: a ≠ 0، فإنَّ

x = 
-b ± √b2 - 4ac

2a

n n n

n n n

n
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جدول التوزيع الطبيعي المعياري

المساحة

z


